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Tiivistelma

Téssd tyossa laadittiin siirtyméperusteinen elementtimenetelmiohjelmisto, jolla
voidaan analysoida tydkoneiden rakenteita sekéd tehdd myos tyokoneiden vaka-
vuustarkasteluja. Ohjelmistolla voidaan laskea lineaarisen statiikan, lineaarisen
stabiilisuusteorian sekd geometrisesti epélineaarisen statiikan tehtdvid. Lisdksi
nykyisessd ohjelmaversiossa on epélineaarisen dynamiikan ratkaisija.

Itse ohjelmisto on toteutettu kdyttden perinteisid ohjelmointikielid. Mallinnetta-
van rakenteen parametrinen geometria, kuormitukset, osien massat ja muut lah-
toarvotiedot syotetddn kayttden taulukkolaskentakontrollia, joka mahdollistaa
radtéldityjen syottotietojen antamisen. Kolmiulotteinen mallinnus ja ty6koneen
visualisointi toteutettiin kdyttden kaupallista grafiikkakirjastoa.

Koska ldhdekirjallisuudesta ei sellaisenaan 16ydy tyossd kaytettyjd elementtejd
eikd laskentamenetelmdd, on raportissa esitetty laskennassa kéytettivid ele-
menttejd ja menetelmdd yleisesti. Elementeistd esitellddn sauva-, palkki-, levy-,
kuori- ja solidielementtien liséksi offset-, kytkentd- ja liukujousipalkkielementti.
Lisdksi késitellddn lyhyesti hydraulijarjestelmdn mallinnusta. Ratkaisualgorit-
meista esitelldéin statiikan, lineaarisen stabiilisuusteorian, dynamiikan sekd hyd-
romekaanisen dynamiikan ratkaisijoiden periaatteet. Koska epélineaarisen dy-
namiikan laskentamallista syntyvd differentiaaliyhtidloryhmé ratkaistaan ilman
algebrallisia sidosehtoja, niin ratkaisualgoritmista on saatu verrattain nopea.
Lisdksi hydraulisylintereiden vaikutukset kokonaisjoustoon saadaan mallinnettua
suoraan.

Kehitetty laskentaohjelmisto on otettu suunnittelukdyttoon yhteistyOyrityksissa.
Lisdksi ohjelmalla saatavia laskentatuloksia on vertailtu lukuisiin tyokoneista
mittaamalla saatuihin tuloksiin. Laskentaohjelmaan perehtyneet ovat pitdneet
sitd helppokéyttdisend ja erityisesti samaan tuoteperheeseen kuuluvan tydkoneen



laskenta on nopeutunut huomattavasti. Ohjelmiston kdytolld voidaan vdhentda
laskentaan liittyvdd rutiinity6td, jolloin laskennan virhemahdollisuudet pienene-
vit. Edelleen ohjelmalla voidaan tarkastella tydkoneen asentoja, joita perintei-
sessd laskennassa ei ole laskennan raskauden vuoksi tarkasteltu.

Ohjelmiston kdytosté on ollut seurauksena suunnittelutyon laadun parantuminen,
suunnittelukustannusten pienentyminen ja laitteiden kéyttGturvallisuuden pa-
rantuminen. Simulaatiotuloksia on voitu kayttda esimerkiksi kayttdlujuustarkas-
telujen pohjana. Edelleen laskennan tuloksia voidaan kayttdd reuna- ja alkueh-
toina mallinnettaessa jokin koneen yksityiskohta tarkemmin.
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Abstract

In this research, the use of the finite element analysis in calculation of stability
and the strength of working machines was studied. Also a computer software for
structural analysis was developed. The strength and stability calculations are
based on the two- and three-dimensional non-linear finite element analysis.

The computer aided stability and strength calculation software is especially help-
ful when designing working machines. Due to its ease of use for end users more
calculation cases can be studied. Also, more reliable and accurate calculation
results are obtained. The software will, therefore, certainly increase the safety
level and efficiency in designing working machines. Additionally, it can be in-
tegrated with the internal practices of the design company.
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Skalaarisuureet

Ao poikkileikkauksen pinta-ala alkutilassa
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0 kuituvahvisteen suuntakulma tai palkkielementin kulma

v Poissonin luku

Og poikkileikkauksen keskimédrdinen normaalijannitys
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u siirtymékenttd tai solmusiirtymévektori
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Green-Lagrange muodonmuutostensorin vektoriesitys
deformaatiogradientti
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1. Johdanto

Liikkuvat tyokoneet vastaavat Suomen teollisuustuotannon bruttoarvosta noin
3 % ja viennistd 4 %. Alueen kotimainen valmistus on merkittévas, ja se edustaa
litkkevaihdoltaan noin miljardia euroa vuodessa (Tilastokeskus 1991). Suomessa
on kdytossd arviomme mukaan nostavia tydkoneita noin 200 000 kappaletta,
joiden kanssa tyoskentelee satoja tuhansia tyontekijoita.

Nykyisten tyokoneiden rakenne on myos monimutkaistunut, ja tdtd kautta vaa-
dittavien lujuus- ja seisontavakavuuslaskelmien maéré- ja laatuvaatimukset ovat
kasvaneet.

Tyokoneen vakavuus- ja lujuustarkastelut ovat oleellinen osa suunnittelua. Py-
rittdessd kevyempiin ja optimaalisempiin rakenteisiin heikentdméttd rakenteen
kestoikdd tai turvallisuutta eivit perinteiset laskentamenetelmat endd riitd, vaan
laskelmissa on otettava huomioon myos rakenteen jousto-ominaisuudet. Koska
rakenteen jaykkyys muuttuu siirtyméakentdn muuttuessa, niin on kaytettava epa-
lineaarista teoriaa. Mikéli tavoitteena on edelleen kytked laitteen hydraulijérjes-
telmd mukaan, on vield ratkaistava kytketty epdlineaarinen ongelma. Téllaisten
laskelmien tekemiseen ei ole saatavissa valmisohjelmia.

Tadmén tyon erdénd tavoitteena oli ratkaista edelld mainitusta laskentamallista
syntyvd osittaisdifferentiaaliyhtiloryhmi vapaana &ériarvoongelmana ilman
algebrallisia sidosehtoja, jolloin pédaddytddn tavalliseen differentiaaliyhtéloryh-
maéin. Talld saavutetaan useita etuja, kuten numeerinen stabiilius, suurempi aika-
askel ja minimim&éré riippuvia muuttujia.

1.1 Ohjelmoinnin aloittaminen
Motivointina ohjelmointitydn aloittamiseen oli siis kdytossd olevien FEM-
ohjelmistojen kykeneméttomyys kyseessd oleviin laskentatehtdviin. Toisaalta
omalla ohjelmistolla saavutetaan myds se etu, ettd valmisohjelmien vaatimia

lisenssimaksuja ei tarvita.

Ennen ohjelmointiin ryhtymistd olisi syytd tehdd muutamia kysymyksid, kuten
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- miksi tarvitaan uutta FEM-ohjelmistoa

- kuka maksaa ohjelmointi- ja suunnitteluty6n

- kuka ohjelmistoa kéyttaa

- miké on ohjelman elinkaari

- kuka yllépitdéd ohjelmistoa

- voisiko jostain 10ytya “halpa” ohjelmisto, jolla voisi ratkaista kyseessé ole-
vat tehtavit.

Liséksi on syytd miettid, onko kustannuksissa mukana

- ohjelmiston suunnittelu

- tarvittava koulutus, jotta ohjelmointityd saadaan tehtya
- ohjelmointitydkalujen ja komponenttien valinta

- geometrian mallinnus

- eri elementtien tangenttioperaattoreiden johtaminen
- tehtévén ratkaisijoiden ohjelmointi

- ohjelman antaman tulostiedon suunnittelu

- ohjelmiston vaatima verifiointi

- ohjelmistoon liittyvé verifiointitehtdvien kuvaus

- eclementtien kuvaus

- ohjelmiston asennuksen ja kdytt6onoton suunnittelu
- kéyttoohjeet.

1.2 Tyon sisalto

Ty0ssé esitetddn aluksi virtuaalisen tyon periaate, jonka pohjalta Iujuusopin ele-
menttien johto on tehty. Seuraavaksi on esitetty vapausastemittausjarjestelmén
vaihto, jota tarvitaan erilaisten erityiselementtien, kuten offset-palkkielementin
yhtdldiden johtamisessa. Esitys on johdettu péddosin itse. Kohdassa linearisointi
on esitetty muutamia linearisointeja, joita tarvitaan hyperkimmoisen ainemallin
laskennassa. Esitys perustuu ldhteeseen [4]. Hyperkimmoisen materiaalin las-
kennasta on esitetty paépiirteet perustuen lahteeseen [8].

Erilaisista elementeistd esitellddn virtuaalisen tyon periatteella johdettu pituut-
taan muuttava sauva. Kaksiulotteinen palkkielementti perustuu Reissnerin kine-

14



maattiseen malliin [19]. Palkkiclementtid on kdytetty pohjana johdettaessa erilai-
sia erityiselementtejd, kuten offset-palkkielementtid. Lisdksi on esitetty tele-
skooppipuomin ketjuvetoa mallintava kytkentdelementti. Erityiselementit on
kehittdnyt tutkija Jari Mékinen, TTKK TME. Téssé tyossé elementtien lausek-
keiden johtaminen on kuitenkin tehty itsendisesti. Kolmiulotteisesta lineaarisesta
palkkielementistd on esitetty muuttuvapoikkileikkauksisen palkin jéykkyys- ja
massamatriisi, koska saamieni tietojen mukaan kaikissa valmisohjelmissa ei ole
tillaista palkkielementtid. Kolmiulotteinen geometrisesti epélineaarinen palkki-
elementti perustuu ldhteeseen [9]. Levy- ja solidielementtien johdossa on kiy-
tetty apuna lahteitd [2] ja [7]. Kuituvahvisteisen solidielementin yhteydet on
johdettu itse. Kuorielementin yhtdl6itd johdettaessa on muun aineiston lisdksi
kéytetty apuna léhteitd [1] ja [22]. Laskentamallin epélineaarisen dynamiikan
ratkaisumenetelmien ohjelmoinnissa on kaytetty lahteitd [5], [10], [14], [15] ja
[16].
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2. Teoria

Kontinuumimekaniikan epélineaariset ongelmat ratkaistaan ldhes poikkeuksetta
linearisoimalla epélineaariset yhteydet ja ratkaisemalla iteratiivisesti syntyvét
lineaariset yhteydet, kunnes jokin konvergenssikriteeri on taytetty.

2.1 Linearisointi

Olkoot X ja Y tdydellisid normiavaruuksia (Banach-avaruuksia) ja f: X - Y
kuvaus ndiden avaruuksien vélilld. Olkoot edelleen S,U [ X. Télloin kuvauksen
f suunnattu derivaatta pisteessd S suuntaan U on

D (£())[U] = gliino f(S +e[gj) -f(8)

_d
R Mf(s +eU) (1)

mikali raja-arvo on olemassa. Jos raja-arvo on olemassa kaikilla U [0 X ja se on
lineaarinen U:n suhteen, niin sanotaan kuvauksen f olevan Gateaux-derivoituva
pisteessd S U X. Jos vield on olemassa sellainen rajoitettu lineaarikuvaus
A(X,Y) siten, ettd kaikilla U 0 X on voimassa

f(S+U)-f(S)=A(S) U+ R(S,U) (2)
missd jadnnostermi R(S,U) toteuttaa ehdon

lim HR(S,U)H _

(3)
[U] -0 ||

niin kuvauksen f sanotaan olevan Fréchet-derivoituva tai lyhyesti derivoituva
pisteessd S. Termid A(S) sanotaan kuvauksen f derivaataksi pisteessd S ja termid
A(S)*U kuvauksen linearisoiduksi muodoksi pisteessd S suuntaan U. Jatkossa
linearisoitua muotoa merkitdin L (f;U).
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2.2 Virtuaalisen tyon periaate

Mekaniikan tehtévissd ratkaistavana on tavallisesti ulkoisten kuormitusten vai-
kutuksesta muotoaan muuttava kappalesysteemi. Perustuntemattomana on talloin
yleensd kappalesysteemin siirtymékenttd. Télloin usein kdytetty menetelma teh-
tavén formuloinnissa on virtuaalisen tyon periaate. Virtuaalisen tyon lausekkeen
AW = I, - SN, — N, =0 (@)
termit koostuvat ulkoisten voimien tekemdstd virtuaalisesta tyostd OW,, si-
sdisten voimien virtuaalisesta tyostd OW,, ja hitausvoimien AW, virtuaalisesta
tyOstd, missd miinusmerkki on valittu siten, ettd sisdisten voimien ja hitausvoi-
mien tekema tyo on vastakkaismerkkinen ulkoisten voimien tekeméén virtuaali-
seen ty6hon ndhden.

Kun elementtimenetelmén mukainen diskretointi, interpolointi ja linearisointi on
tehty, saadaan virtuaalisen tyon periaatetta soveltamalla johdettua elementtien
sisédiset solmuvoimat sekd tangenttioperaattorit, kuten jaykkyys- ja massamatrii-
sit. Kinemaattiset rajoitteet voidaan hoitaa helposti, erityisesti, mikéli ne ovat
holonomisia eli yhtalotyyppisid siirtymérajoituksia.

2.3 Vapausastemittausjarjestelméan muuttaminen

Kinemaattiset rajoitteet ja vapausastemittausjarjestelmdn muuttaminen [21] voi-
daan hoitaa seuraavaksi esitettdvdd orjuutustekniikkaa (“isdnté-orja”) kéyttden.
Perusajatus orjuutustekniikassa on esittdd orjasiirtymaét, jotka edustavat orjaele-
mentin siirtymémuuttujia isdntésiirtymien avulla [11] ja [18]. Iséntésiirtymét
ovat vapausasteita, jotka syntyvdt mallinnettaessa erilaisia kinemaattisia kyt-
kentojé, kuten joustava translaatioliitos, jonka vapausaste kuvaa liitettyjen ele-
menttien asemaa toisiinsa ndhden mitattuna elementin keskiviivaa pitkin.

Olkoon f derivoituva kuvaus kahden kytketyn siirtymémittausjarjestelmén u ja v
valilla:

u=1£(v) (5)
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missd u on orjasiirtymavektori ja v vastaava isantasiirtymavektori. Tall6in orja-
siirtymén u ja iséntdsiirtymén v vélinen linearisoitu yhteys saadaan

ou=Df(v)e Ov=B(v)* dv (6)

missd D, viittaa derivointiin isdntésiirtymien v suhteen. Yhtilo (6) méadrittelee
kinemaattisen matriisin B(v) jonka avulla voidaan méaarittad orjasiirtymien vari-
aatiot Ou kun iséntésiirtymien variaatiot OV tunnetaan. Oletetaan vield, ettd
kinemaattisen matriisin B ranki on téysi.

Koska molemmissa mittausjarjestelmisséd tehty virtuaalinen ty6 tulee olla yhta
suuri, on vastaavien voimamittausten vélilld on yhteys

OW = SuF, = Sv-F, (7)

ja vastaavien voimamittausten F, ja F, vilinen yhteys saadaan sijoittamalla yh-
teys (6) yhtdloon (7)

F =B'F (8)

Edelld oleva yhtéld on erityisen tirked yhteys iséntd-orjatekniikkaa kdytettdessa.
Jaykkyysmatriisi mittausjirjestelmissd v saadaan linearisoimalla 4 voimamit-
tausten vilinen yhteys (8) pisteessd v, tai vastaavassa orja-pisteessd u, =f(v,)
suuntaan Av kayttden mittausjérjestelmédn u kuuluvia voimia:

L (F,;Av)=B'F, +B'D,(F,)-Av +D (B'F,)-Av

)
=F, +B'K BeAv +K, < Av

Viiva orja-mittauksen F, pailld tarkoittaa, ettd voimaa pidetddn vakiona deri-
voitaessa jélkimmadistd termid, eli derivointi kohdistuu kinemaattiseen kytken-
tddn. Yhtdlod (9) piddmme méaritelmidnd materiaaliselle jaykkyysmatriisille,
jonka lauseke nihdéédn toisesta termistd sekd geometriselle jaykkyysmatriisille
K,, jonka lauseke saadaan jilkimmadisestd termistd. Massamatriisin M ja hitaus-
voimien vektorin F..,, miiritykseen tarvitaan hitausvoimien tekemii virtuaalista
tyota

18



OW,,, = Sus(M, i) (10)

Derivoimalla yhtdlo (5) ajan suhteen saadaan yhteys mittausjarjestelmien no-
peuksien ja kiihtyvyyksien vilille

W=D f(v)*v=BvV

i=BV+Bv

(11)

Sijoittamalla yhtdlo (11) yhtdloon (10) saadaan hitausvoimien virtuaalinen tyo
mittausjérjestelméssi v

OW,_ =0veB'™M (BV+BV) (12)
=ov+(B"™M,BV+B'M,BYV)

Massamatriisi ja hitausvoimien aiheuttama solmuvoimavektori mittausjérjestel-
méssd v saadaan mittausjérjestelmén u vastaavien suureiden avulla

M, =B'M B
F . =B'M BV

cent

(13)

On syytd huomata, ettd mikéli kinemaattinen matriisi B muuttuu siirtymien v
funktiona, niin my6s massamatriisi muuttuu siirtymien funktiona.

2.4 Hyperkimmoinen materiaali

Seuraavassa esitetdéin muutama esimerkki suuntaan U linearisoiduista yhteyk-
sistd, joita tarvitaan hyperkimmoisen ainemallin analysoinnissa elementtimene-

telmalla.
2.4.1 Matriisin tai tensorin jaljen linearisointi
Dtr(S)[U] :% {tr(s+eU} =tr(U) =I:U (14)
£-0
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2.4.2 Matriisin determinantin linearisointi

_d _d ;
Ddet(8)[U] = | det(S+£U) =~ gﬂodet{S(I +£57U)
d ;
:det(S)E £H0det(l +£8S 1U)

(15)

Ottamalla kdytto6n (mielivaltaisen) matriisin A ominaisarvoista A; muodostettu
karakteristisen polynomin lauseke (16) ja sijoittamalla siihen skalaariksi, A = -1

det(A-AT)=(A*-A )AL A )L A ) (16)
saadaan lausekkeesta (15)

D det (S)[U] = det ()

Iz (1 +£/\IS"U)(1 +£/\25’]U)(1 +£A3S’IU)
£-0

(17)

ja suorittamalla derivointi saadaan linearisoitu muoto

Ddet(S)[U] = detS(/]lsilU +A25"U +A3s"u)
=det(S) tr(S™'U) (18)
=det (S) (S_T ;U)

2.4.3 Kaanteismatriisin linearisointi

Koska nelidmatriisin ja sen kdénteismatriisin tulo on identiteettimatriisi I, niin
D(s™s)[u] =D(1)[u] =0 (19)

soveltamalla yhtéloon (19) tulon linearisointisdintod saadaan
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D(S™)[u]s+s"D(s)[U] =0 (20)
josta helposti saadaan kddnteismatriisille

D(s™)[U] =-s"US” (21)

2.4.4 Kaanteistensorin derivaatta

Léhdetisn tensorin C ja sen kédnteistensorin C™' pistetulosta

C-C'=1 (22)
Derivoidaan yhteys C:n suhteen saadaan

C.eC'+CeCc=0 (23)
Kerrotaan yhtdlo vasemmalta kddnteistensorilla ja sievennetddn, jolloin saadaan

C'e Cee Cc'+ CE= 0 (24)
Tésté ratkaisemalla kdénteistensorin derivaataksi

Cl=C'+Z.C" (25)

2.4.5 Materiaalin kimmoenergiatiheys
Hyperkimmoisen materiaalin kimmoenergiatiheys voidaan lausua oikeanpuolei-

sen Cauchy-Green muodonmuutostensorin C padinvarianttien |y, |, ja I3 avulla.
Muodonmuutostensori saadaan

C=F'F (26)

misséd deformaatiogradientti

21



podx _,, du 27)
dX dX

Padinvarianttien lausekkeet ovat:

I, = tr(C)
1

|2_5(|f—tr(c2)) 28)
=C11C22 +C22C33 +C33C11 _C12C21 _C23C32 _C13C31

I, =3 =det(C)

Erilaisia kimmoenergiatiheyden lausekkeita on useita [8], joista tdhén esitykseen
on valittu Mooney-Rivlin materiaalimalli. Kéytetty materiaalimalli soveltuu insi-
ndorivenymille, jotka ovat pienempid kuin noin 100 %. Materiaalimallin kim-
moenergiatiheys on muotoa

_ _ = = 1 )2
# =y +¢, =W (1, =3) WL(T, =3) +K (9 ) (29)

Kimmoenergiatiheyden lausekkeessa (29) kahdessa ensimmaisessi termissé (@)
kéytetdén modifioituja padinvariantteja

T — -1/3
I1 - I1 |3

30
=123 (30)

|2 2°3

jotka eivédt huomioi materiaalin kokoonpuristuvuutta, vaan ainoastaan muodon
vadristymistd. Kokoonpuristuvuus huomioidaan viimeisessd termissé, jossa ker-
roin K on materiaalin kokoonpuristuvuuskerroin. Mainittakoon vield, ettdi Moo-
ney-Rivlin materiaalimallista saa niin kutsutun Neo-Hookean materiaalimallin
asettamalla materiaalivakion W, = 0. Tdma materiaalimalli soveltuu venymille,
jotka ovat pienempid kuin noin 30 %.
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2.4.6 Jannitysten laskenta
Kéytettdessd suurten venymien teoriaa tulee kéytettyjen jannitys- ja venyma-

mittausten olla tyokonjugaatteja. Tdssd esityksessd kéytetddn Green-Lagrangen
venymatensoria

oo
E—2(C 1) (3D

ja toista Piola-Kirchhoffin jénnitystensoria S, jotka ovat toistensa tyokonjugaat-
teja. Materiaalin jdnnitystensori saadaan derivoimalla kimmoenergiatiheyden
lauseke (29)

09 .00 [0l ,, 0L,
s=2F=22F - [A nSzen ] (32)

OE OC 0C
missi
A VV1|_1/3
A=W, 170 (33)

1 _ 2 _ J-1
AB = _gvvl |34/3|1 _E\Nz |35/3| +K7

Padinvarianttien variaatiot saadaan soveltamalla kohdassa linearisointi esitettyji
yhteyksid

51 =9 e =1: o
0C
a1,=9b :0C =(1,1-C): &C (34)
2 = aC 1 *
_91l, 1.
dl,=—2:0C=1,C": &C
0C

Kéayttamalld hydrostaattiselle paineelle yhteytta
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p=-K(J-1) (33)

saadaan jannitystensorin lausekkeeksi

S=BI+B,C+B,C" -pl.*C™ =%+% (36)

missi

B1 =2V\/l |3—1/3 +2VV2 |3—2/3|1
B, = 2W, 1;”" (37)

B, =~ W1, — WL,

2.4.7 Jannitysten ja muodonmuutosten valiset linearisoidut
yhteydet

Laskettaessa elementtien jaykkyysmatriiseja tulee olla kdytossd muodonmuutos-
kentdn C, tai itse asiassa venymédkentin E arvolla linearisoitu jénnitysten ja
muodonmuutosten vélinen yhteys

_ 0S(C,p) | 5C+as(c, p)
aC op

3S dp=D,: E+G P (38)

Derivoimalla jannitystensorin S lauseketta (36) saadaan:
Termi B, I

=(—§vv1|;”3 —%VVZI;“II]I Oc™ (2w,1;2°) 0 1

(39)
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Termi B, C

CDa—Bé e ¢ (40)
3 2'3

0C

0C _
Bz% = _2VV2|32/3I

Termi B; C!

g% - _§\A/1(_l I3—l/3llc—l +|3—l/31j _§VV2( _§|3—2/3lzc—l +|3_2/3III _I 3—2/3cj

= (%\/Vll;lﬂllc—l _§WIB_1/BI +§VV2|3_2/3|2C_1 _g\/\/zl;Z/}IlI +§\/V2|3_2/3Cj

200, 8 _ _ 4 _ 2.0 4 -
:(6\/\/1|31/3|1 +§\/V2|32/3|2jc 1 +(§\/V2|32/3]C+(_§\/V1|31/3 _EVV2|32/3|1]I
(41)

eli

683_ (zvle}—l/}II'_ gvvzl3—2/3|2jc—t| C_Fl (%WI:;_N})CD C

+(_zvvll3—l/3 _i\/\/z|3—2/3lljc—l DI
3 3
(42)

ja

-1
B}ac _(gvvl|3—1/3|1+§VV2|3—2/3|2)C—1.I.C—1 (43)

aC |3

Painetermi
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o(-pi?)

c'O 5c Eplg/ZC‘D (o
-1
(-|oli”)—aacC =pl;"C’eZ.C" (44)
a_S = _| l/ZC—l
op

Kokoamalla edelld lasketut termit saadaan neljannen kertaluvun konstitutiivi-
selle tensorille ortonormeeratussa kannassa komponenttiesitys

Dy =FCy'Cy' +F,(4,Ci' +C/'4,)
+R(Cilc)l +c'cyl) +Rg,9, (45)

+F,(6,0, +a g.) +F.(C,C +C;'Cy)
missi

4

Fy= WS+ WAL i
Fz = _§\N1|3_1/3 —%V\U;mll
200, 4 y
3=§\N1|31/3|1+§\N2|32/3|2+p|;/2 (46)
F, =4w, 1>
F =-2W, I,

Vastaava indeksiesitys painetermille on muotoa
G, =-JC/ (47)

Saatu tulos on sama kuin ldhteessd [8], vaikka vilimuodot eivit ole yhtenevit.
Lahteen vilimuodoissa on kuitenkin virheita.
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3. Elementtien mallinnus

Téssd luvussa esitetddn erdiden rakenne-elementtien sisdisten voimien, tangent-
tijaiykkyyden sekd massamatriisin lausekkeita. Esitettdvien elementtien valinta
perustuu ldhinni siihen, ettd lausekkeita ei valttimattd 16ydy lahdekirjallisuu-
desta. Toisaalta lausekkeiden johtaminen on hyvin ty6lésti ja virhealtista.

3.1 Pituuttaan muuttava sauvaelementti

Kuvassa 1 on esitetty pituuttaan muuttava ja kddntyva sauvaelementti, joka on
mahdollisimman yksinkertainen elementti hydraulisylinterin toiminnan mallin-
tamiseen. Elementin kinematiikka perustuu insinédrivenymén kayttoon. Edel-
leen sauvan jénnitysten ja venymien vélisen yhteyden oletetaan noudattavan
Hooken lakia. Sauvan kuormittamaton pituus L, muuttuu ajan funktiona. Sauvan
vastaava deformoitunut pituus on L.

I

y
Ln
U,
Y, s C\ T,
Y, & I
><l XZ X7

Kuva 1. Pituuttaan muuttavan sauvaelementin alkutila (katkoviiva) ja defor-
moitunut tila (yhtendinen viiva).
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Sauvan alkutilan  deformoitumatonta tilaa mitataan asemavektorilla
X ={ XY, X, Yz} ja deformaatiota solmusiirtyméavektorilla u ={ul u, u, u4}

kuvan 1 mukaisesti. Sauvan jénnityksetdn pituus ajan hetkelld t saadaan yhtey-
desta

L, =L, +L(t) (48)

missd Ly sauvan pituus alkutilassa ja L(t) pituuden muutos, joka siis on ajan
funktio. Sauvan pituuden nelié deformoituneessa tilassa on

L2 :(X +u)TA(X +u) =x'AX. (49)

missd symmetrinen matriisi A on

1 0 -1 0
0 1 0 -1

A= (50)
-1 0 1 0
0 -1 0 1

ja x on deformoituneen tilan asemavektori. Sauvan jéykén kappaleen liikkeesti
riippumaton insinédrivenyma maaritellddn elementille

L e-p
T [y 1)

missd jédlkimmédinen muoto on numeerisessa laskennassa stabiilimpi. Sauvan
sisdisten solmuvoimien vektorin johtamiseksi tarvitaan sauvan venymén ensim-
miinen variaatio

se=b =L A su=B & (52)
LC CLﬂ

missd B on kinemaattinen matriisi virtuaalisten siirtymien Ou ja virtuaalisten
venymien OE .vililli. Summaamalla sauvan normaalijédnnitysten O tekemé vir-
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tuaalinen ty0 elementin tilavuuden V. yli saadaan sauvaelementin sisdisten sol-
muvoimien vektori

o Ee
q,, = |B'o, dV, =A% A(X +u) =AEE A& (53)
Vc Lh Ln
missd Ay on sauvan alkuperdinen poikkileikkauksen pinta-ala, E on kimmomo-
duuli. Sauvan tangentiaalisen jiykkyysmatriisin lauseketta varten tulee sisdisten
voimien lauseke linearisoida suuntaan Au ja At

L (qi,;0u,A1) =q,,, {A)LUE A +( 5’?’ _A)SEJAXXTAJ *Au - EASL Ax At

=q;,, Tk, *Au+q,, *At

(54)

missé k; on tangentiaalinen jaykkyysmatriisi. Yhtdlossa (54) jalkimmaistd termid
voidaan kéyttdd dynamiikan tehtdvén aikaintegroinnissa.

Massamatriisin johtamiseksi hitausvoimien tekema virtuaalinen tyd integroidaan
elementin alueen yli

oW, = [8(Nu)s p(Nii)dV, = & [ PN'NdV, ii
Ve

acc
\%

c

(55)
=du+(Mii)

missd N elementin muotofunktioista muodostettu matriisi.

Olettamalla sauvaelementti tasapaksuksi ja homogeeniseksi sekd kayttdmélla
lineaarisia muotofunktioita saadaan elementin massamatriisiksi

01 0
2 0 1

m=" (56)
102 0
01 0 2
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missd mon elementin massa.

Vastaava kolmiulotteisen avaruuden elementti saadaan suoraan lisddmélld ele-
mentin mittauksiin Z-akselin suuntaiset komponentit ja tekemélld tarvittavat
muutokset matriisiin A, yhtalo (50).

3.2 Epaélineaarinen tasopalkkielementti

Epélineaarisissa palkkielementeissé kdytetdén tissé tyossd Reissnerin kinemaat-
tisesti tarkkaa palkkiteoriaa, missé siirtyméakenttd mitataan kiinteddn koordinaa-
tistoon nédhden. Kuvassa 2 on esitetty palkkielementin neutraaliakseli alkuase-
massa ja siirtyneessa tilassa

A

Y

!

Kuva 2. Tasopalkkielementin alkuasema (katkoviiva) ja siirtynyt tila (yhtendinen
viiva).

Kiintedtd koordinaatistoa kédyttden saadaan yksinkertaisempi muoto palkin ki-
neettiselle energialle [3]. Télld palkkielementilld on yksinkertaiset muotofunk-
tiot, koska siirtymé- ja rotaatiovapausasteet ovat toisistaan riippumattomia. Ta-
mé ominaisuus helpottaa muun muassa translaatioliitosten mallinnusta antaen
sisdisten solmuvoimien vektorille ja tangentiaaliselle jaykkyysmatriisille verrat-
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tain yksinkertaiset lausekkeet. Lisdksi elementti ottaa huomioon leikkausmuo-
donmuutoksen, joka voi olla merkittdva korkeaprofiilisilla palkkirakenteilla.

Palkkielementti perustuu suurten venymien teoriaan, katso [19] ja [20] ja silld on
kolme solmuvapausastetta, kaksi siirtymévapausastetta ja yksi rotaatiovapaus-
aste. Yksinkertaisuuden vuoksi tésséd ty0ssd rajoittaudutaan vain palkkielement-
tiin, jolla on kaksi solmua ja lineaariset muotofunktiot. Palkin sisdinen solmu-
voimavektori on

Qire = J.BTS dL, (57)
L

missé kinemaattinen matriisi B on

cN;, sN; yN, cN, sN, yN,

B=|-sN, cN; -N, -sN, cN, -N,

0 0 N, 0 0 N
Cc=cosf,s=sinf (58)

()=

ja poikkileikkauksen jannitysresultanttivektorilla S tarkoitetaan vektoria

N EA O 01 &
S=|Q|=/0 GA 0| y|=D,s (59)
M 0 0 El|«

misséd £ on aksiaalinen venymad, yon liukuma ja k on kimmoviivan kaarevuus.
Ne mééritelladn kaavoilla

£ (X‘+u‘)cos@+(Y‘+v')sin0—1
e=|y|= (Y'+V‘)cos€ —(X '+u‘)sin9 (60)
K @'
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missd U ja V ovat siirtymdt X- ja Y-suuntiin. Kulma @ =6 +¢ missd 6, on
elementin kulma X-akselin suhteen alkutilassa ja ¢ on rotaatio alkutilasta mitat-
tuna, katso kuva 3. Palkin kimmomatriisi D, yhtdlossd (59) koostuu aksiaali-
jaykkyydesta, EA, leikkausjaykkyydestd, GA; ja taivutusjdykkyydesté El.

Kuva 3. Palkkiel ementin poikkil eikkauksen defor moituminen.
Palkkielementin tangentiaalinen jaykkyysmatriisi saadaan linearisoimalla si-
séisten solmuvoimien vektori suuntaan Au:

k, = [B'D,BdL, + [D,(B'S) dL, (61)
Lo Ly
Jaykkyysmatriisin lauseke suljetussa muodossa yksityiskohtaisine johtoineen

16ytyy esimerkiksi ldhteestd [19]. Olettaen taas, ettd palkkielementti on tasapak-
su ja homogeeninen, sen massamatriisi saadaan kdyttden yhtéloa (55).
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20 0 1.0 0

02 0 01 0

m{0 0 2i* 0 0 i’
M=— (62)
6|1 0 0 2 0 0

01 0 02 0

0 0 i* 0 0 2i*]

missd mon palkin kokonaismassa ja i on palkin poikkileikkauksen neliosade.

3.3 Offset-palkkielementti

Offset-palkkielementtejéd voidaan kdyttdd esimerkiksi mallinnettaessa palkkira-
kennetta, jossa on rotaationivel, joka ei sijaitse palkin pintakeskiossd. Ensinna-
kin laskentamallin vapausasteiden midrd vihenee nopeuttaen néin systeemiyh-
taloiden ratkaisuaikaa ja toisaalta laskentamallissa ei tarvita topologisia muutok-
sia elementtiverkossa, vaikka rotaationivelid siirretdén palkin keskilinjasta si-
vuun. Offset-elementilld tarkoitetaan tdssd elementtid, jossa solmut eivét sijaitse
palkin neutraaliakselilla. Kuvassa 4 téllainen elementti on esitetty isénté- ja orja-
vapausasteineen. Alaindeksit m (master) viittaavat solmuihin, joiden siirtymat v
ovat mukana laskentamallissa ja alaindeksi s (slave) viittaavat kuviteltuihin sol-
muihin elementin neutraaliakselilla. Kuviteltujen solmujen siirtymédt on koottu
vektoriin u. Siirtymien u ja v vililld oletetaan olevan jaykka kytkenta.
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X2, Yo2)

EA,G ,ELL

(X, Yar)

Kuva 4. Offset-palkkielementti ja sen vapausasteet isantd- ja orjamittaus-
jérjestelmassa.

Ensimmadisen solmun isénté- ja orjasolmun siirtymien ja virtuaalisten siirtymien
vililld on kinemaattinen yhteys

Xsl = Xml +R(V3)Xsl/m1

(63)
5Xsl = 5Xml + éR(V3)X

sl/ml

missd X,im1 on offset-vektori elementin siirtyméttomassé tilassa, joka saadaan
Xsi/m1 = Xs1 — X1 Rotaatiomatriisi R ja sen variaatio saadaan

cosV, —sinV,
R=| .
sinv,  cosV,

—sinV, =—cosv
3 . 3 5V3
cosV, —sinV,

(64)
OR

34



Vastaavat yhteydet ovat voimassa myos toiselle solmulle. Yhdistamalld alku- ja
loppusolmun siirtymien véliset yhteydet ja lisddmailld rotaatiovapausasteet saa-
daan kinemaattinen matriisi B isdntd- ja orjasolmusiirtymien valilla

1 0 =X ,msinV, =Y, cosv,; 0 0 0
0 1 Xy mcosV;—Yymsinv, 0 0 0
B= 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 =Xgm,sinV, =Y, ,CcosV,
0 0 0 0 1 Xgmc0sVs =Yy, sinv
10 0 0 0 0 1
(65)

missd X1 ja Ysimi ovat vektorin X /m1 komponentteja. Geometrisen jaykkyys-
matriisin muodostamista varten tarvitaan yhtaloa

D,(B'F) = (66)

S O O O O O
oS O O O O O
S O O O O O
S O O O O O

missd Fj termit viittaavat orjaelementin sisdisten solmuvoimien vektorin kompo-
nentteihin ja termit Bj kinemaattisen matriisin B alkioihin. Elementin sisdisten
solmuvoimien vektori saadaan yhtélod (8) kdyttden ja tangentiaalinen jaykkyys-
matriisi yhtélostd (9). Massamatriisi ja hitausvoimien vektori saadaan yhtdlosta

(13).
3.4 Liuku-jousipalkkielementti
Seuraavaksi esiteltivd elementti koostuu edelld esitetystd palkkielementista,

johon on liitetty liukujousi. Jousi péddsee liukumaan vapaasti palkin neutraaliak-
selia pitkin. Elementilld pyritddn mallintamaan joustavaa johdeliitosta [6]. Lii-
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toksen joustavuus maédrdytyy jousielementin joustavuuden perusteella. Ele-
mentin solmuvapausasteet v ndhdéén kuvassa 5.

Kuva 5. Liuku-jousipalkkielementti ja sen vapausasteet.

Palkkielementtiin on lisétty kuvan 6 mukainen jousi, joka péisee liukumaan palkin
neutraaliakselia pitkin. Yleistetty vapausaste vo, joka kuvaa jousen alkusolmun
relatiivista asemaa, on verrannollinen palkkielementin pituuteen ja voi saada ar-
voja vililld [0,1]. Jousielementin lokaalivapausasteita mitataan vektorilla ug ja
jousen lokaalivapausasteisiin liittyvé sisdisten solmuvoimien vektori on s.

Kuva 6. Jousielementti ja sen |okaalivapausasteet.
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Orjaclementtind toimivan jousielementin lokaalisiirtymien us ja isdntdelementti-
nd toimivan liuku-jousipalkkielementin siirtymien v vélilld on kytkentéyhtdlo

u ] (1=v) (X, +v) +v (X, +v,) =(1 =) X, e X,
u. = u, - (1_V9)(Y1 +V2) *tV (Yz +V5) _(1 _V90)Y1 Voo Y, =f(v)
>y v,
u, v,
(67)

missé voo madrittdd liu’un alkuaseman. Kinemaattinen matriisi Bg jousen lokaali-
siirtymien ja iséntdelementin siirtymien vélilld saadaan varioimalla kytkentdyh-
talod ug = f(v)

I-vy, 0 0 v, 0 0 O 0 X,
0 1-v, 0 0 v 0 O O
Sug = 5 5 Your | 5y =B, v (68)
0 0O 0 0 0 01 0 O
0 0O 0 0 0 O0O0OT1 O

missia

X1 = xz TV, _xl v (69)
You =Y, TV - -V,

Vastaava kinemaattinen yhteys toisena orjaclementtind toimivalla palkkiele-
mentilld, jonka lokaalisiirtymid merkitdan ug, on

5“B = [16X6 06X3] 5V = BB 5V (70)

Sisdisten solmuvoimien vektori qi, liuku-jousipalkkielementille saadaan orja-
elementteind toimivien palkkielementin ja jousiclementin sisdisistd solmuvoi-
mavektoreista, jotka on muunnettu iséntidelementin kinemaattiseen malliin yh-
teyttd (8) kdyttden, summana
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Qe = By + By (71)
missd alaindeksi B viittaa palkkielementin sisdisten solmuvoimien vektoriin ja
alaindeksi S viittaa jousiclementin sisdisten solmuvoimien vektoriin. Tangenti-
aalinen jéykkyysmatriisi, massamatriisi ja hitausvoimien vektori muodostetaan
vastaavalla tavalla kdyttden yhtéloita (9) ja (13).

3.5 Kaksoisliuku-jousipalkkielementti
Lisddmalla toinen liukujousi edellé esitettyyn offset-liuku-jousipalkkielementtiin
saadaan offset-kaksoisliuku-jousipalkkielementti, jota myds tarvitaan mallin-

nettaessa teleskooppipuomistoa, jossa on enemmain kuin kaksi toisiinsa ndhden
liukuvaa jaksoa. Elementin solmusiirtymévektori v on

V:{VIVZ V3 V4V5 V6V7 V8V9 VlOVllVIZ} (72)

missd kolme viimeista siirtymédtermié viittaavat toiseen liukujouseen.

Valitaan sitten kahdelle jouselle niiden yhteiseksi lokaaliksi solmusiirtymévekto-
riksi

Us, :{ul u, U; U, Us Ug U, ug} (73)

missd vapausasteet U;-U, viittaavat ensimmaiseen ja vapausasteet Us-Ug viittaavat
toiseen jouseen. Jousien lokaalisiirtymien us, ja kaksoisliukujousipalkkielemen-
tin siirtymien v vélilld on kytkentéyhtdlo
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u T [ (=) (X +v) +v (X, +v,) (1 v ) X, ~Ve X, |
u, (1_V9)(Y1 +V2) TV (Yz +V5) _(1 _V90)Y1 Vo, Y,
U, \Z

_|YUs | _ Vs —
e U (l_vlz)(x1 +V1) WV, (Xz +V4) _(1 _V120) X Vi X, )

Us (1_V12)(Y1 +V2) WV, (Yz +V5) _(1 _V120)Y1 iy Y,
U, Vio

(U] [ Vi i

(74)

missd Voo madrittdd ensimmadisen liu’un ja viy toisen liu’un alkuaseman. Kine-
maattinen matriisi Bg, saadaan varioimalla kytkentéyhtdloa f

1-v, 0 0 v 0 0O0O0 x, 00 O
0 I-v, 0 0 v 00O vy, OO0 O
0 6 0 0 0 010 O 0O O
0 6o 0 0 0 0O0OT1 O 00 O
Jug, = ov =B, ov
I=v, 0 0v, 0 000 0 00 x,
0 1-v, 0 0 v, 000 0 O 0 vy,
0 6o 0 0 0 00O O I 0 O
| 0 6 0 0 0 00O O O1 0]
(75)
missd
X = X, +V, =X, 7V, (76)

Yoot =Y2 Vs _Yl -V,

Vastaava kinemaattinen yhteys toisena orjaclementtind toimivalla palkkiele-
mentilld, jonka lokaalisiirtymid merkitdan ug, on

ouy, = [16x6 06x6] ov =B dv (77)
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Sisdisten solmuvoimien vektori (i, kaksoisliukujousipalkkielementille saadaan
taas summaamalla orjaclementteind toimivien palkkielementin ja jousielement-
tien sisdiset solmuvoimavektorit, jotka on muunnettu isdntdelementin kinemaat-
tiseen malliin yhteytté (8) kédyttden, muotoon

i = B;qintB +B§2qims (78)

missd alaindeksi B viittaa palkkielementin sisdisten solmuvoimien vektoriin ja
alaindeksi S2 viittaa jousielementtien sisdisten solmuvoimien vektoriin, jossa on
siis kahden eri jousen solmuvoimat allekkain. Tangentiaalinen jaykkyysmatriisi,
massamatriisi ja hitausvoimien vektori muodostetaan vastaavalla tavalla kéyt-
téden yhtiloitd (9) ja (13).

3.6 Offset-liuku-jousipalkkielementti

Yhdistamalla liukujousi offset-palkkielementtiin saadaan offset-
liukujousipalkkielementti, joka on esitetty kuvassa 7.

\Z
(X m2% sz)

(X52 s Ysz)

Kuva 7. Offset-liuku-jousipal kkiel ementti ja sen vapausasteet.
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Elementin sisdinen solmuvoimavektori, tangentiaalinen jaykkyysmatriisi ja mas-
samatriisi saadaan lisd&maélld identiteettikuvaus liuku-jousipalkkielementin lisé-
vapausasteille. Kinemaattinen matriisi B liuku-jousipalkkieclementin vapausas-
teiden ja vastaavan offset-liuku-jousipalkkielementin vapausasteiden vilille saa-
daan

Boff 06><3
B= 79
o (79)

3%6 3x3

missd kinemaattinen matriisi B,y saadaan yhtélostd (65). Elementin sisdinen
solmuvoimavektori voidaan laskea muodosta

qint = BTqintJL (80)
missd alaindeksi JL viittaa jousi-liukupalkkielementin sisdisten solmuvoimien
vektoriin, joka saadaan yhtélosta (78).

3.7 Offset-kaksoisliuku-jousipalkkielementti
Kinemaattinen matriisi B kaksoisliuku-jousipalkkielementin vapausasteiden ja

vastaavan offset-kaksoisliuku-jousipalkkielementin vapausasteiden vilille saa-
daan

B 0
B - |: off 6><6j| (8 1 )
06><6 I6><6

Elementin sisdinen voimavektori, tangentiaalinen jaykkyysmatriisi ja massamat-
riisi saadaan vastaavasti kuin offset-liuku-jousipalkkielementille on esitetty.

3.8 Kytkentaelementti

Kuvattaessa erilaisia kinemaattisia kytkentdjd voidaan kayttdd elementtid, joka
vetosuunnassa vastaa koyttd. Elementti ottaa kuitenkin koydestd poiketen vas-
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taan my0s puristuspuolen kuormitukset. Tdma kdyttdytyminen on puhtaasti tar-
koituksenmukaisuuskysymys ja tarvittaessa elementti voitaisiin korvata kahdella
vain vetokuormituksen vastaanottavalla elementilld. Kytkentdelementti on
esitetty kuvassa 8.

y

Kuva 8. Kytkentéaelementti alkutilassa (katkoviiva)ja deformoituneessa tilassa
(yhtendinen viiva).

Kytkentdelementin siirtyméttomaéssé tilassa sen kolmen solmun asema mitataan
alkutilan yleistetylld paikkavektorilla

X={X, Y, X, Y, X, Y,} ={X] X] X} (82)

Elementtid kuormitettaessa se siirtyy uuteen asemaan x = X + u ja syntynytté
siirtymdd mitataan elementin solmusiirtyméavektorilla

u={u u,u,u,u u} (83)

Elementin pituus alkutilassa on

L, = XA, X +X"A, X . (84)

missd matriisit A; ja A, ovat
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1 0O -1 0 0 O 0 0 00 O
0 -1 0 0 0 00 O
0 0 O I 0 -1
Al = A2 =
0 0 I 0 -1
0 0 I 0
symm 0 symm 1
) ) ) (85)
ja vastaavasti deformoitunut pituus
L, =L +L, =x"A, x +/x"A, x. (86)

missd L; ja L, ovat kytkentdelementin osapituudet deformoituneessa tilassa.
Elementin insind6rivenyma on

g=—1-] (87)

Sisdisten solmuvoimien vektorin johtamiseksi varioidaan venyman lauseke

PN (ﬁ +i]5u B & (88)
L Lol L

Sisdisten solmuvoimien vektori saadaan soveltamalla sisdisten voimien virtuaali-
sen tyon lauseketta soveltamalla muotoon

Qe = IBTGE dv, =Ao; [% +%JX (89)
Vo

2

Tangentiaalinen jdykkyysmatriisi saadaan linearisoimalla sisdisten solmuvoi-
mien vektori
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i;XXTAl +A—32 xx'A, || *Du
Ll L2

L (q,:0u)=q,, +| AT:A +%AXXTA _A)UE[

= tK, *Au

(90)
missé on kdytetty lyhennetta
A A
A=—1+—2 91)
L L
Massamatriisin johtamiseksi médritetdan kytkentdelementin pituussuhteet
L L
f =1 ia f =2 92
T Ja & L (92)

jotka toteuttavat ehdon & + & = 1. Kytkentdelementin piste voidaan nyt identi-
fioida

X(Sl) =X, +?(x2 —xl) =bx +?(b2 —bl)x S E[O,El]

x(sj) =X, +%(X2 —X3) =b,x +%(b2 —b3)X S, E[O,gi]

(93)

missd ensimméiinen lauseke on voimassa solmujen 1 ja 2 vililla ja toinen vastaa-
vasti solmujen 3 ja 2 valilla. Méadritellddn apumatriisit b

bl = [IZXZ 02><2 02><2]
b2 = [02><2 IZXZ 02><2
|

3 = [02><2 02><2 2x2

(94)

44



Seuraavassa on tarkasteltu elementtid solmujen 1 ja 2 vililld. Kytkentdelementin
pisteen nopeus on

L LL
v(s)=v, +i(vz -vi)+s| 5 |(x. X))
g L .
. (95)
.S L _LL
=b,v +E(b2 ~b,)v +5 [E I (b, -b,)x
Elementin pituuksien aikaderivaatat saadaan
L= ixTAlx
1
(96)
L = XT i +ﬁ X
Ll L2
ja elementin nopeuskenttd kdyttden elementin solmunopeusvektoria v = x
v(s)=(b, +sd,)v (97)
missi
1 L-L 1
d, =?l(b2 ~b,) +(b, —bl)xxT( 1|_§ A, +L1L2 AZ] (98)

Vastaavat yhteydet voidaan johtaa elementin solmujen 3 ja 2 vilille kdyttden
yhtdlon (93) jalkimmaistd osuutta. Hitausvoimien virtuaalinen tyd saadaan integ-
roimalla elementin alkuperdisen tilavuuden yli ja ottamatta huomioon matriisin
d, aikariippuvuutta

&
oW, = I5“' pvaVv = le{ AL _[(bi +5di)T (b +sdi)ds}\"

i=1,3 0

(99)
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josta elementin massamatriisiksi saadaan

3

m=my [gﬁ b, +—( b, +b/d, ) +%‘djdi] (100)
i=1,3

joka on liike-energiatarkastelujen perusteella tarkka.

Vastaava kolmiulotteinen elementti saadaan suoraan lisddamaélld elementin mit-

tauksiin Z-akselin suuntaiset mittauskomponentit ja tekemalld tarvittavat muu-
tokset matriiseihin A; ja A,, yhtilo (85) sekd apumatriiseihin b; yhtdlo (94).

3.9 Avaruuspalkkielementti

3.9.1 Lineaarinen Euler-Bernoulli-palkkielementti

Tarkastellaan ensin suoraa lineaarista palkkielementtid, jonka vetojaykkyys-,

vaanto- ja pintakeskion uran oletetaan yhtyvan. Palkilla on kaksi solmua ja kuusi
solmuvapausastetta, jotka nakyvit kuvassa 9.

2 11 18
Scp &)10
4@1 12} €_7
6 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -~
3 9
| L |

Kuva 9. Kolmiulotteinen palkkiel ementti ja sen solmuvapausasteet.

Kayttamalla muotofunktioita:
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J (2
X X ? X }
N,=N,N,=-L|=-2|=| H=| |, N, =N
L G R LI
, . (101)
X X X
N7 =— NS _3(Ij _2(Ij . N9 :NS
X ? X ’
Ny, =N,, N, = L{_(I) "{Ij :|n N, =N,
ja ottamalla kayttoon apuvektorit
N, ={N,00000N,00000}
N, ={000N,00000N,,0
t { 4 10 q‘ (102)
N, ={00N,0N;000N,0N,,
N, ={ON,000N;0N;000N,,}

saadaan lineaarisen teorian mukaiseksi jdykkyysmatriisiksi palkin lokaalikoordi-
naatistossa

k= [EI,N] N, dL+[El N] N _.d+[EAN] N, dL+[GI N[N, dL
L L L L
(103)

olettamalla edelleen, ettd poikkileikkauksen pintasuureet voidaan lausua lineaa-
risesti interpoloimalla solmuarvoista

A=NA +N;A
[, =N, +N; 1, (104)
lz = Nllzl +N7|22
Iv = Nllvl +N7|v2
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missd pintasuureen alaindeksi viittaa sen arvoon ko. solmussa ja suorittamalla

integroinnit saadaan jaykkyysmatriisin lauseke, joka on esitetty liitteessd A.

Lineaarisen stabiilisuusteorian mukainen geometrinen jaykkyysmatriisi saadaan

Y,

ke =N ( [NLN, dL + jNTXNy,XdL]
L L

Suorittamalla integrointi saadaan geometriseksi jaykkyysmatriisiksi

0 0 0 0 0 0
36 0 0 0 3L
36 0 3L 0
0 0 0
412 0
412
kezi
30L
| symm

missd N on palkkielementin normaalivoima.

Palkkielementin massamatriisiksi saadaan

S O O O O o O

0 0
=36 0
36

0 0
0 3L
3L 0
0 0
36 0
36

S O O O O O o o o o

3L

41>

(105)

m = p[ [ANINdL + [ANIN dL +[ANIN dL + 1, NZNtdL)
L L L L
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Massamatriisin lauseke on esitetty integroituna liitteessd B.

3.9.2 Epaélineaarinen avaruuspalkkielementti

Seuraavassa esiteltidvéd ldhteen [9] mukainen epélineaarinen avaruuspalkkiele-
mentti perustuu Reissnerin kinemaattisesti tarkkaan palkkiteoriaan, missa siir-
tyméakenttd mitataan kiinteddn koordinaatistoon néhden. Rajoittaudutaan taas
vain palkkielementtiin, jolla on kaksi solmua ja lineaariset muotofunktiot. Ele-
mentilld on kuusi solmuvapausastetta, kolme siirtymdvapausastetta sekd kolme

rotaatiovapausastetta.

Palkin sisdinen voimavektori saadaan vastaavasti kuin kaksiulotteiselle palkki-

elementille yhtélostd (57).

Kolmiulotteiselle elementille kinemaattinen matriisi B on [9]

R" 0 R'x,

|0 T KT+T
'NJT 0 NI 0
Q= 0 NI 0 NI
0 NI 0 NI

ja jannitysresultanttivektori S on

EA

=

GA,
GA,

[SS]

Y

Gl

Vv

El

y

[\S}

222 zzz=

El

W
N
L
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missd venyma £ viittaa aksiaaliseen venyméiédn ja leikkaumuodonmuutokseen
seki k kaarevuuteen. Ne méadritelladn

gl
82
T r_
a:[r}: & :[R (x; e;)} (110)
K| |k T(\P)¥Y
K2
LK
missd rotaatiomatriisi
:I+s1n||‘l’|| - +1—(:osl|‘l’|| ~ (111
] ¥l
ja tangenttimatriisi
T=1+[C°S||TU_1J‘P+(1—MJ Y (112)
[¥] [el ]

seké rotaatiovektori

6,
¥ =6, (113)

6,

Palkin poikkileikkauksen jaykkyysmatriisi

D, = diag[ EA GA,,GA,.Gl,.El .El, | (114)
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koostuu aksiaalijdykkyydestd EA, leikkausjaykkyyksistd GA, sekd GA,,, véin-
tojaykkyydestd GI, ja taivutusjdykkyyksistd Ely ja El,. Palkkielementin tangenti-
aalinen jaykkyysmatriisi saadaan yhtdlostd (61) ja sen massamatriisi saadaan
yhtdlosta (55).

3.10 Levyelementti

Tarkastellaan kuvan 10 mukaista nelisolmuista levyelementtia.

(Xl ’yl) U,

Kuva 10. Nelisol muisen levyel ementin solmusiirtymét.

Solmujen (1...4) asemat siirtyméattomassa tilassa ovat

X Y
5 Y AR
X= =[x vy (115)
X Y [ ]
XY,
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Kuvataan solmujen siirtymid vektorilla

u, ={u v,u,v,u, v, u, v}

Elementin muotofunktioina kéytetddn bi-lineaarisia muotofunktioita

R =30-601-n)

h, = (1+8)1 =)

= (81 +)

=5 (1-8)1+7)
merkitsemallda

h={hh hh}

saadaan elementin pisteen asema

{X(E,n) =h'%
y(&.n)=h'y

Geometrisen kuvauksen Jacobin matriisi voidaan nyt lausua

T

5 =M lx
g hT
i

Ottamalla vield kdytt6on apuvektorit
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h, ={h0h,0h,0h, 0
.={hon,0n 00,0} (o)
h, ={0h 0h,0h,0h}
saadaan elementin siirtymékenttd muotoon
= hT
v(¢,n) =h,u,

derivoimalla X-akselin suuntaisen siirtymén u lauseke koordinaattien x ja y suh-
teen saadaan

a_uz‘]l_llﬂ-'-‘]l_zla_u =hzxue :ux
0Xx oé on ’ ’
5 3 3 (123)
a_; = ;llé -I_‘]Z_Zl % :hz,yue :u,y

Siirtymén u derivaattojen lausekkeissa (123) termit J;;" ovat geometrisen ku-
vauksen Jacobin matriisin kdanteismatriisin alkioita. Vastaavanlaiset lausekkeet
saadaan myos Y-akselin suuntaiselle siirtymalle v.

Greenin venyma voidaan nyt lausua [7] muodossa

uX
« u, 0 v, 0
_ 1 : u,| 1
E, v, |5 0 u, 0 vl —(H+EA)G (124)
u,+v u, u, Vv, V x
Y X y ,X Y X v

missi

53



1 000
H=|0 0 0 1
01 10
hT
h;’x
0={u,u v} =| 3 o, =G, (125)
T
h,,
u, 0 v, 0
A=10 u, 0 v,
Uy Ux Yy Vs

eli Greenin venyma lausuttuna elementin solmusiirtymien avulla on muotoa

E =(H +%A)Gue (126)

Elementin sisdinen voimavektori saadaan varioimalla Greenin venymén lause-
ketta (126).

OE, =(H +A)Gdu, =B, (u,) du, (127)

Virtuaalisen tyOn periaatteesta seuraa elementin sisdiseksi voimavektoriksi
— T
q = [B};S,dV, (128)
VO

missd vektori S; on Piola-Kirchhoffin toisen jénnitystensorin komponentit lau-
suttuna vektorimuodossa.

S, ={s,S,8,} (129)
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Tangentiaalisen jaykkyysmatriisin lauseke saadaan varioimalla sisdisten voimien
lauseketta siirtyméakentén suhteen

nl

dq, = [OB}, S, AV, + [B], &, aV, =k, * du, (130)
v, vy
suorittamalla varioinnit saadaan
k.= [B;D,B,dV, + [G"S GaV, (131)
VO VO

misséd neljannen kertaluvun konstitutiivinen tensori D4 on esitetty matriisimuo-
dossa D, [4] ja matriisi

S S 00
S—[S 0}: % 000 (132)
0 S| [0 0 S S,

00 S S

Edelld esitettyjd lausekkeita voidaan soveltaa myds rotaatiosymmetriselle levy-
elementille, kunhan liséksi otetaan huomioon kehén suuntainen venyma ja tésta
aiheutuva jénnitys. Hyperkimmoinen materiaalimalli kannattaa téssd yhteydessi
kuitenkin olettaa kokoonpuristuvaksi, koska kyseessd on jo “aito” kolmiulottei-
nen tehtdavd. Edelleen kdyttdmalld bikvadraattisia muotofunktioita saadaan vas-
taavat lausekkeet 8-solmuiselle elementille.

3.11 Kuorielementti
Tarkastellaan téssd yhteydessd kuvan 11 mukaista lineaarista 8-solmuista AIZ

(Ahmad, Irons ja Zienkiewicz, 1970) kuoriclementtid, jonka kinematiikka on
johdettu degeneroimalla solidielementista [1].
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Kuva 11. AlZ -kuorielementin solmunumerot ja emokoor dinaatisto.

Elementilld on kahdeksan solmua ja viisi lokaalia solmuvapausastetta, joista
kolme ensimmaistd ovat siirtymét globaaliakseleiden suuntaan seké kaksi rotaa-
tiota O ja [3, jotka mitataan kussakin solmussa erikseen méaéritetyssd ortonormee-
ratussa kannassa (V1;,Va;,Vs;). Kantavektorit voidaan maarété usealla eri tavalla.
Téssa esityksesséd vektorikolmikko on laskettu seuraavasti:

Py

p =9X

U 6,7

Vi =(l,,m,n,) =r ><r,7/||ré Xr,,,” (133)
Vi =r /e

V=V V]

Elementin muotofunktiot [22] ovat
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N, =(1-&)(1-n)(< - -1)/4

N, =(1+&)(1-n)(& = -1)/4

N, =(1+&)(1+n)(E 7 -1)/4

N, =(1=&)(1+n) (< # -1)/4

N, =(1-&)(1-n)/2 (134)
N, =(1+&)(1-n?)/2

N, =(1-&)(1+n)/2

N, =(1-&)(1-n%)/2

Kuoren pisteiden paikkavektorit alkutilassa mééritetédén

X
8 8
X=|Y =) NX, +2Ni%(Vi3 (135)
7 i=1 i=1

missé t on kuoren paksuus. Kuoren pisteiden siirtymékenttd vastaavasti on

u u, .
u=|v|=>N|y +2Ni§ti[ui][a‘} (136)
W i=1 VV, i=l :B|
missa
_lzi Ili
[1]=| -my m, (137)
-n,;, n;

missé |y;, my; ja Ny; ovat solmun i kantavektorin V! komponentit ja l,;, my ja Ny
ovat vektorin V* vastaavat komponentit
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Konstitutiiviset yhteydet

Olkoon kuoren kantavektoreiden madrdaméassd tasossa voimassa jannitysten ja
venymien vélinen yleistetty Hooken laki

‘1T v 0 0 0 0 |
(o, v 1.0 0 0 0 Mg T
o, 000 l0 0 )
o, E v &, NP
= 0 0 0 5 0 0 :Dz{g}
Z-xy' 4 1-v yx'y'
T, 0 0 0 0 T 0 Vyr
_Tx'z_ _ _yx'z'
000 0o o 1V
L 2

(138)

Kierrettdessd neljannen kertaluvun kimmotensori globaalimittaukseen [4] sen
matriisi muuntuu

D,=T.'D,T, (139)
missi kiertomatriisi

_|2

1 ny n; l,m mn, Ln,
;  m n, l,m, m,n, ,n,
=l 5oomoonIm mn, N,

“o2, 2mm, 2nn, Im+ml, mn +mn Lo +nl,
2Ll 2mm, 2nn, ILmy+ml, mn +mn, Ln, +nl,
2Ll 2mm 2nng Iim+ml, o mn +mn, n 40l |

(140)
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muodostuu kantavektoreiden V' komponenteista. Matriisi muodostetaan erikseen
jokaisessa integrointipisteessd kdyttden solmujen kantavektoreista muotofunk-
tioilla interpoloituja kantavektoreita.

\% =Z}NJV1 (141)
J:

Lihtien siirtymien ja venymien vélisestd linearisoidusta yhteydestd saadaan kuo-
ren siirtymien ja venymien viélille kinemaattinen matriisi.

B =[[B01 +B11] [BOZ +B12] - [B08 +Bl8] ] (142)

Kinemaattinen matriisi on ositettu kahteen osaan B, ja B, joista edellinen ei
muutu kuoren paksuussuunnassa. Solmua i edustava osamatriisi on

a 0 0 Atk 5 ditih,
0 b 0 LTI 17
0 0 5 fitu Lty
BOi - C| 1 2 i |lu|31 1 2 i |:u|32 (143)
b a 0 (et +dtu) (et +dtsy)
0 ¢ b (fits+ets) (Tt +ets,)
1 G 0 a %( fiti 4, +diti:ui31) %( fititd +dituui3z)_
ja vastaavasti paksuussuunnassa muuttuva osamatriisi
[ &y, Ak |
b4, b 44,
C U CU
B |lu|31 |/'1|32 (144)

Al O, &y, Thi,
lq/'[i3l +C|lLliZl hﬂi}Z +C|lLliZ2
Qs TCHy s, TG, |

|

I

—+
S O O O O O
S O O O O O
S O O O O O

jossa on kéytetty lyhennysmerkint6ja
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N, = ‘Jl_llNi,rf +‘J1_21Ni,r7 =3a
I\Ii,y = ‘Jz_llNi,gr +‘J2_21Ni,/7 :q
Ni,z = ‘J3_11Ni,$ +‘J3_21Ni,r7 :C|

145
(N.2), =ad +NJ;' =ag +q (1)
(N;7),=bd +N.J;/ =b( +¢
(Ni¢),=cd +NJ; =cd +f
ja t; on kuoren paksuuden solmuarvo. Kuoren jaykkyysmatriisi
111
Kipwio = [ [ [B'D, BdetJd&dndd (146)
-1-1-1

1

voidaan laskea analyyttisesti olettaen, ettd Jacobin matriisi ei muutu paksuus-
suunnassa. Jaykkyysmatriisin lausekkeessa

B'D,B=[B,+({B,] D,[B,+{B] =
BOTDz B, + ZBlTDz B, +ZB0TD2 B, +{ 2B1TD2 B,

(147)

joten integroimalla paksuussuunnassa jaykkyysmatriisin lausekkeeksi saadaan

k= H(Bgnz B, +%B1TD2 Bljt”rf xr, ||dé dn (148)

-1-1

Saatu jaykkyysmatriisi tulee vield kiertdd rotaatiovapausasteiden osalta globaa-
limittaukseen kéyttien yhteyttad

6,

a| [l m nl]
G m ol i e

7
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missé |y;, my; ja Ny; ovat solmun i kantavektorin V! komponentit ja l,;, my; ja Ny
ovat vektorin V> vastaavat komponentit. Niin laskettu jaykkyysmatriisi ei ota
huomioon kuoren tasoa vastaan kohtisuoraa rotaatiojaykkyyttd. Jotta valtytdan
koko rakenteen singulaariselta jaykkyysmatriisilta, voidaan rotaatiojaykkyys
lisdtd elementille asettamalla elementin muuhun jaykkyyteen verrattuna pieni
tasoa vastaan kohtisuora rotaatiojdykkyys, joka muunnetaan globaalimittaukseen
ja summataan edelld laskettuun jaykkyysmatriisiin.

Liahtien kuoren nopeuskentén interpolaatiosta, joka saadaan yhtdlon (136) aika-
derivaatasta, kuoren massamatriisin lauseke saadaan muotoon

m= [(N, +{N,) p(N, +{N,)av (150)

Lauseke (150) voidaan palauttaa, vastaavasti kuin jaykkyysmatriisin lauseke,
pintaintegraaliksi ja edelleen kiertdd globaalimittaukseen rotaatiovapausasteiden
osalta. Saadulla massamatriisilla on nollahitaus kuoren tasoa vastaan kohtisuo-
raan olevien rotaatioiden suhteen, ja se tulee tarvittaessa huomioida. Integroinnit
kannattaa suorittaa Gaussin integroinnilla kéyttden 2 x 2 pisteen ndytteenottoa
[22].

3.12 Tri-lineaarinen solidielementti

Tarkastellaan sitten kuvan 12 mukaista kahdeksansolmuista solidielementtii.
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Kuva 12. Tri-lineaarinen solidie ementti.

Solmujen (1...8) asemat siirtyméttoméssé tilassa ovat

X
X Y,
XYy

x| % Vi
X s
X Yo
X Y,
% %

NN NN

N N NN

Kuvataan solmujen siirtymid vektorilla
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u, ={U v, WU, v, W, U VWU VW (152)

Elementin muotofunktioina kéytetdan tri-lineaarisia muotofunktioita

R =2(-8)1 -7 =)
m=§a+aa—ma—o
By =< (1+£)(1 +7)1 =0)

m=§a—aa+ma—o

; (153)
R == -7)(1 +)
R, =< 1+E)(1 )1 +0)
By =< (1+E)(1 )1 )

= (=E)1+0)(1 +)
merkitsemallda

h

{hhhhhhhh} (154)

saadaan elementin tietyn pisteen asema alkutilassa

x(&n,{)=h'%
y(é.n,{)=h'y (155)
z2(&,n,{)=h"z2

Geometrisen kuvauksen Jacobin matriisi voidaan nyt lausua
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(156)
hY

Ottamalla vield kéyttoon vektorit

h, ={h 00h,00h,00---h, 00}
h, ={0h 00h,00h,---0h ¢} (157)
h, ={00h 00h,00h,00---h}
elementin siirtymét voidaan lausua matriisitulona
u(é,n,¢)=h,u,
v(&.1,{) =hyu, (158)
W(¢,17.¢) =h,u,

derivoimalla X-akselin suuntaisen siirtymin u lauseke koordinaattien x, y ja z
suhteen saadaan

u, U,

— 7!
u, |=Jy|u, (159)
U, u,

Vastaavanlaiset lausekkeet saadaan my0s siirtymille v ja w

Greenin venymén vektorimuoto voidaan nyt lausua
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X 2 N x> NX 2N
5T 3> >>2 2 2
L I

_O o o Wy, =
o Wy, o Wx, Wz, o
o o Wy, S

N > x
© O > S o>
> x N
O Vs O V’ V» 0

>

x N
> S S > 9 >

N <

>
© S ° 5=

N

> x
© g0 s 5o

X > N
S0 o s -

(160)
(161)
(162)

1
0 00 0O
0
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0 0 0O
1

1
0
0 00 0O
0 00

0

1

000 0O0O0OTO0O O

0

2
000 O0O0O0OO0OO

0 0 0O

B

1
(H+=A)6
0={u,u,u,v,v,v,www} =

missia



lu, 0 0 v, 0 0 w, 0 0
O u 0 0 v, 0 0 w, O
A= 0 0 u, 0 0 v, 0 0 w, -A(0) (163
luy ue 0wy v, 0wy w0 :
0 u, u, 0 v, v, 0 w, w,
_u,Z 0 u,X \/,Z 0 \/,X VV,Z O VV,X_

Greenin venyma lausuttuna elementin siirtymien avulla on muotoa (126). Tarkka
lukija saattaa huomata, ettd edelld esitetyt lausekkeet (161) ja (163) poikkeavat
lahteen [7] vastaavista yhteyksistd. Kirjoittajan késityksen mukaan ne ovat téssé
kuitenkin oikein.

Sisdisten solmuvoimien vektori, tangentiaalinen jaykkyysmatriisi ja massamat-
riisi saadaan vastaavasti kuin levyelementin kohdalla oli esilld. Geometrisen
jaykkyysmatriisin lausekkeessa (132) matriisi

A

S9x9 =

(164)

S o »n
S N <o
n o <o

Kayttdmalld bikvadraattisia muotofunktioita saadaan vastaavat lausekkeet 20-
solmuiselle elementille. Edelld esitetty 8-solmuinen elementti voidaan integroida
Gaussin integroinnilla kéyttden 2 x 2 x 2 pisteen ndytteenottoa. Vastaava 20-
solmuinen elementti siséltdd kuitenkin tdlld néytteenotolla litkaa nollaenergia-
muotoja [22] ja voi johtaa singulaariseen jaykkyysmatriisiin, vaikka rakenne on
tuettu asianmukaisesti. Tdmédn tyon yhteydessd ohjelmoitu 20-solmuinen ele-
mentti on integroitu Gaussin integroinnilla kdyttden 3 x 3 x 3 pisteen ndytteen-
ottoa.
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3.13 Kuituvahvisteinen solidielementti

Tarkastellaan seuraavaksi kuvan 13 mukaista elementtid, joka koostuu eri ker-
roksista, joita on m kappaletta. Kuvassa kerros j on varjostettu. Kunkin kerrok-
sen materiaali koostuu isotrooppisesta perusaineesta, johon on sijoitettu vahvis-
tavia kuituja.

Kuva 13. Kuituvahvisteinen kerroselementti.
Oletetaan, ettd kerroksen j lineaarinen PK2-jdnnitysten ja Greenin venymien

vilinen yhteys tunnetaan ortonormeeratussa kannassa, jonka ensimméinen kan-
tavektori osoittaa kuitusuuntaan.
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Sl C11 C12 Cl3 O 0 0 QI
822 C21 C22 C23 O 0 0 e22
Sf - %3 — C31 C32 C33 O 0 0 633 :szEf
S, 0O 0 0 C, 0 0|le,
S, 0 0 0 0 C, 0|le,
S,) L0 0 0 0 0 Cglle,
(165)

missé alaindeksi f viittaa kuitusuunnan méérittdméin ortonormeerattuun koordi-
naatistoon. Léhtien neljannen kertaluvun tensorin koordinaatiston kiertosdén-
nostd saadaan vastaava matriisimuotoinen yhteys laskentakoordinaatistossa
muotoon

S=TTD2TE (166)
missd muunnosmatriisi

2 2 2
I11 I12 |13 I11|12 |12|13 I11|13
2 2 2
I21 |22 |23 |21|22 |22|23 |21|23
2 2 2
T= |31 |32 |33 |31|32 |32|33 |31|33

2|11|21 2|12|22 2'13'23 |11|22 +|12|21 |12|23 +|13|22 |11|23 +|13|21

+| +|

2|21|31 2'22'32 2'23'33 |21|32 +|22|31 |22|33 23|32 |21|33 23|31
_2|11|31 2'12'32 2'13'33 |11|32 +|12|31 |12|33 +|13|32 |11|33 +|13|31 _

(167)

Muunnosmatriisin T alkiot |; saadaan kuitusuunnan mairadvien kantavektorei-
den komponenteista. Kantavektoreiden mééritys voidaan tehdd esimerkiksi seu-
raavasti. Olkoon X piste elementin alueella

X(€,n.¢) N; X
X(&.17,$)=3YENn £ ) =Ny, (168)
z(¢,n.{) N,z
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Madritetddn kuitusuunnistuksen madrittavit kantavektorit e kdyttden apuvekto-
reita a, b ja ¢ seuraavasti:

a=X(1,0,Z,)-X(0,0,{,)
_a
©hal
¢=X(0,1,{,) =X(0,0,,,) (169)
b=c-clé,e,

(¢

"l

Olkoon kuitusuunta, jonka oletetaan olevan elementin &n-tasolla, siten, etti se
muodostaa &-akselin suhteen kulman 6. T4ll6in ortonormeerattu kanta saadaan

e;, =e;cosf+e, sin6
e;, = —essinf +e, cos b (170)

e, =e; ¥e,
Kannasta voidaan muodostaa kiertomatriisi
T
€
L= eTf ) (171)
T
€3
jonka alkioista muunnosmatriisi T koostuu.

Mikéli elementisséd on vain yksi kerros, niin sen sisdinen voimavektori ja tan-
gentiaalinen jaykkyys voidaan nyt maarittdd yhteyksia (128) ja (131) kéyttéen.

Useampikerroksisen elementin sisdinen voimavektori ja tangentiaalinen jayk-
kyys téytyy koostaa summaamalla eri kerrosten jaykkyydet. Téssé esityksesséd on
vield siirrytty pintaintegraaleihin, jotta integrointipisteiden lukumaéra ei kasvaisi
kohtuuttomaksi. Télloin kukin kuitukerros integroidaan Gaussin integroinnilla
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pintaintegraalina kéyttden 2 x 2 ndytteenottoa kertoen osasummat kunkin integ-
rointipisteen kuitukerroksen paksuudella. Sisdinen voimavektori saadaan nyt
summana

Qizz J‘lesljtj dA, (172)
=l Ay
ja vastaava tangentiaalinen jaykkyysmatriisi muodossa
k=Y [BLT/D,T B, t;dA;+> [G'S, Gt dp,  (173)
j=1 Aj j=1 Ay

Integroinnissa pintadifferentiaali dA; saadaan vastaavasti kuin painekuorman
laskennassa on esitetty.

3.14 Paineen aiheuttama ekvivalenttinen solmukuormitus

Painekuormitus voi vaikuttaa elementin annetulle tahkolle. Tarkastellaan tdssé
yhteydessd kuvan 14 painekuormaa, joka vaikuttaa elementin tahkolla 4. Olete-
taan, ettd paineen komponentit tahkon ja sitd vastaan kohtisuorassa suunnassa
tunnetaan.
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Kuva 14. Solidielementin tahkolla 4 vaikuttava painekuorma.

Otetaan kéyttoon elementin tahkolla muuttujat u ja v, jotka ovat painekompo-
nenttien P, ja P suuntaan. Ekvivalenttiset solmukuormitukset r; tahkon solmulle

i saadaan
Px
r=[N/|p, |dA (174)
“ e

misséd integrointi ulotetaan tahkon yli. Tahkon painekomponenttien p, ja ps
suuntaiset vektorit r, ja r, saadaan

=)
“ |dududu
_|dxdydz
) {EEE}

(175)

v

jolloin tahkon pinta-alkio
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dA=|r, xr, (176)
ja painekomponenttien suuntaiset ykkdsvektorit
r
e1 _u
1.l,l
I
e, =— (177)
rV
e, —e Xe,

joiden avulla yhtdlossd (174) tarvittavat globaalisuuntaiset paineet voidaan méaa-
rittdd. Mikadli yhtdlossa (175) huomioidaan elementin siirtymét, voidaan laskea
niin sanotun seuraajapaineen aiheuttamaa vastetta.

3.15 Hydraulisylinterin mallintaminen

Staattisella kuormituksella hydraulisylinteri voidaan kuvata sauvaeclementtid
kédyttden. Sylinterin eri asemat voidaan kuvata sauvan muuttuvana pituutena.
Mikéli halutaan mallintaa my6s sylinterin mahdollinen nurjahdustilanne, niin
sauvaelementti voidaan korvata palkkielementeilld.

Ratkaistaessa laskentamalli dynaamisella kuormituksella voidaan hydraulisylin-
teri mallintaa kdyttden erityiselementtid. Mekaaniseen jérjestelmédn sylinteri-
elementti kytketddn jakamalla sylinterin silmukoissa vaikuttava voima mekaani-
sen jarjestelmin vapausasteille.

Tarkastellaan kuvan 15 mukaista hydraulisylinterid, jossa kammiopaineiden pa
ja ps oletetaan vaikuttavan koko kammiotilavuuden alueella.
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QA ‘QB
N N E
Fc pA a ( Fc

XC

_re

]
XC

Kuva 15. Hydraulisylinterin periaatekuva.

Hydraulisylinterin kammiopaineiden p ja pg muutosnopeuksille saadaan yhteys

QA_AAXC

[PA}:B o (178)
Ps _QB+A3XC
Ve —AX

missé alaindeksi A viittaa sylinterin ménnén ja B varren puolelle ja

Q on sylinteriin tuleva tai 1dhteva tilavuusvirta
A on sylinterin painepinta-ala

\% paineenalainen alkutilavuus

B paineviliaineen kokoonpuristuvuuskerroin

Sylinterin kiinnityssilmukoihin vaikuttava voimaresultantti saadaan véhenti-
maélla kitkavoima painevoimien erotuksesta

FczAApA_AapB_Fy (179)

Kitkavoimalle voidaan kayttdd erilaisia laskentamalleja. Silmukoihin vaikuttava
voima jaetaan mekaanisen jarjestelmén vastaaville vapausasteille kohdistuviksi.
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3.16 Hydraulipumpun mallinnus

Tarkastellaan tdssd yhteydessd yksinkertaista pumppuyksikkod, kuva 16, joka
koostuu moottorista, pumpusta ja paineenrajoitusventtiilista.

******

M) |

Kuva 16. Moottori, hydraulipumppu ja paineenrajoitusventtiili.

Kaasupolkimen asennosta, moottorin kulmanopeudesta wy,, dissipaatiotehosta
sekd teoreettisesta tehosta saadaan kdyttomoottorin akselille aiheuttama mo-
mentti M,,. Ottamalla huomioon pumpun mekaaninen ja hydraulinen hydtysuhde
sekd mahdollinen alennusvaihde saadaan hydraulipumpun teho ja sen moottorilta
vaatima momentti M,,. Moottorin kulmanopeus saadaan differentiaaliyhtélostd

Jir, =M, _-M (180)

p

missd J on pyoritettdvien osien hitausmomentti redusoituna moottorin akselille.
Paineenrajoitusventtiili voidaan kuvata kuristimella ja sen ldpi virtaava tilavuus-
virta Qp voidaan laskea
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_ 2Ap
) = e 181
Q =A, 5 (181)

missd A, on kuristusaukon tehollinen halkaisija, Ap on kuristimen aiheuttama
paine-ero ja p on painevéliaineen tiheys. Halkaisija voidaan likimaaréisesti méa-
rittdd esimerkiksi Hermiten polynomia kéyttden, kun paineenrajoitusventtiilin
ominaisuudet tunnetaan.

3.17 Hydrauliputkiston mallinnus

Tarkastellaan kuvassa 17 nidkyvaa virtaustietd A-B-C. Jaetaan vili suuntaventtii-
lin kohdalta kahteen osaan ja késitelldadn osavilit tilavuuksina.

Kuva 17. Virtaustie A-B-C hydraulipumpulta sylinterille.
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Osavalien paineen muutoksille on voimassa

s =K 2
Vie (182)
p c — K QB _QC
B
VBC

Virtaus suuntaventtiilin B sekd putken liitdnnén sylinterille C lapi tulkitaan auk-
kovirtaukseksi, jolloin ldpi virtaavan painevéliaineen tilavuusvirtaus saadaan
yhtilostd (181).
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4. Laskentamallin ratkaisu

4.1 Staattinen analyysi

Newton-Raphsonin iterointi on keskeinen ratkaisumenetelmi ratkaistaessa ra-
kenteen staattista vastetta. Menetelmd konvergoi kvadraattisesti kohti ratkaisua,
mikali alkuarvaus on riittdvén 1&helld tavoiteltua ratkaisua ja kéytetty tangentti-
matriisi on tarkka. Menetelmd on my6s melko helppo ohjelmoida tietokoneelle.

Ratkaistaessa tehtdvdd rakenteen ulkoinen kuormitus oletetaan tunnetuksi ja
tavallisesti oletetaan, ettd ulkoinen kuormitus ei muutu siirtymdn muuttuessa.
Iteraatioaskeleella kootaan rakenteen jaykkyysmatriisi elementtien jaykkyysmat-
riiseista ja ko. siirtymékenttddn liittyvd epdtasapainovektori, joka on rakenteen
ulkoisen kuormituksen ja elementtien sisdisistd voimista koottujen voimien ero-
tus. Nédiden avulla ratkaistaan rakenteen siirtymékentdn muutos, jonka toivotaan
johtavan parempaan siirtymakentdn approksimaatioon, eli uuteen asemaan liitty-
vé epitasapainovektori on normiltaan pienempi kuin edelliseen siirtymékenttdén
liittyvd epéatasapaino. Iteraatiota jatketaan, kunnes epétasapainovektorin normi
on pieni verrattuna ulkoisten kuormien normiin. Kéytetty normi kannattaa valita
siten, ettd sen suuruuluokka ei kasva voimakkaasti vapausasteiden lukumééran
kasvaessa. Toisaalta normin tulisi huomioida kaikki nollasta poikkeavat arvot.

Newton-Raphsonin iteroinnin yhteydessd voidaan kéyttdd konvergenssin paran-
tamiseksi suoralta haku- tai kaarenpituus-menetelmia. Lisédksi tehtdvd voidaan
ratkaista siirtyméohjattuna. Néitd ratkaisumenetelmid késitellddn muun muassa
lahteissa [2] ja [7].

Kaytettdessd liuku-jousipalkkielementtejd tulee ratkaisun edetessd pitdd kirjaa
elementtien liukuvapausasteista. Mikéli vapausasteen arvo muuttuu negatiivisek-
si, tulee edellinen palkkielementti muuttaa liuku-jousipalkkielementiksi ja tar-
kasteltava elementti muutetaan tavalliseksi palkkielementiksi. Vastaavasti jos
arvo nousee yli yhden, niin muutos tehddén elementtid seuraavan elementin
kanssa. Lisdksi on huomioitava mahdollinen kerroinmatriisien nauhaleveyden
muutos.
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4.2 Lineaarinen stabiilisuusanalyysi

Rakenneosien, joiden madrddvd kuormitus aiheuttaa l1dhinnd puristusrasitusta,
stabiilisuustarkastelu voidaan suorittaa lineaarista stabiilisuusanalyysid kayttéen.
Menetelmassa rakenteelle annetaan tietty kuormitus P ja suoritetaan lineaarinen
analyysi. Téamén jélkeen rakenteelle voidaan méadrdtd sen alkutilaan liittyva
geometrinen jaykkyysmatriisi. Geometrisen jaykkyysmatriisin oletetaan olevan
suoraan verrannollinen kuormituskertoimeen A, jolla kuormitus P kerrotaan.
Lineaarinen stabiilisuusanalyysi johtaa kahden matriisin ominaisongelmaan.
Ominaisongelman alin ominaisarvo on kuormituskerroin A, jolla rakenne ei
endd pysty kantamaan kuormitusta. Ominaisarvoa vastaavan ominaisvektorin
avulla saadaan siirtymdkentéin muoto, jolla rakenne pettdd. Menetelmé on liki-
méadrdinen ja antaa rakenteen kantokyvylle usein ylalikiarvon.

4.3 Laskentamallin dynamiikan ratkaiseminen
Mekaanisen systeemin vasteen ratkaisemiseksi laskentamallin liikeyhtélot jér-

jestetddn joukoksi ensimmdisen Kkertaluvun tavallisia differentiaaliyhtdloita
(ODE’s). Téata varten tilamuuttujaksi valitaan

u
x:{ } (183)
\%

missd u edustaa laskentamallin solmusiirtymid ja v sisdltdd vastaavat solmuno-
peudet. Liikeyhtdloistd saadaan ensimmadisen kertaluvun differentiaaliyhtdlo-
ryhmi

T B P
e (184)
0 M v Fext - Fint _Fcent

Differentiaaliyhtdloryhma (184) tunnetulla tilamuuttujan alkuarvolla on nyt
standardimuodossa
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{Ax=f(t,x) (185)

x(t,) = x,

Differentiaaliyhtdlod sanotaan “jaykéksi” tai “kankeaksi” (engl. stiff), jos silld
on suuresti vaihteleva aikaskaala. Aikaintegrointimenetelmén valintaan tulee
kiinnittdd eritystd huomiota, mikéli silld halutaan ratkaista kankeita yhtaloita.
Téssd tydssd on aikaintegrointimenetelmaksi valittu Rosenbrock-W-menetelma,
koska se on L-stabiili [15] edellyttden, ettd f:n Jacobin matriisi on tarkka. Ro-
senbrockin aikaintegroinnissa epilineaarinen differentiaaliyhtdléryhmi korva-
taan joukolla lineaarisia differentiaaliyhtédloryhmid. Téstd syystd vain yksi
Newton-Raphsonin askel vaaditaan yhtd aika-askelta kohti. Iteratiivisilla ratkai-
sijoilla, kuten perinteiselld Runge-Kutta-menetelmélld on se heikkous, ettd ne
lisddvat konvergenssimielessd epéstabiilisuutta iteraatioprosessiin. Rosenbrockin
menetelmi on yksiaskelmenetelmé, missé uusi tilamuuttujan arvo ratkaistaan

X, =X, +h) bk, (186)
Vektorit k; yhtdlossa (186) ratkaistaan lausekkeesta

(A-hyJd)k, :hf(tn +ah,x, +hIZ_11:aij kj] +,4th +hJIZ_11:Vi,- K,
i= =
(187)

Yhtélossd (187) h on aika-askel, a;,); ) ovat Rosenbrockin menetelmaén liitty-
vid vakioita, katso [15]. Jacobin matriisi on

ov v
9 d 0 I
y=9of | ou Volz (188)
ox _ﬂ _% K, G
Ju ov

Yhtdlossa (188) matriisi C; on vaimennusmatriisi.
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Laskenta-askeleella tarvitaan S kappaletta vektoreita kj, missd S on Rosenbrockin
menetelméin kertaluku, jotka ratkaistaan yhtélostd (187). Mikéli halutaan hyo-
dyntdd matriisin (A -hyJ) harva rakenne, voidaan vektori k; jakaa kahteen osaan

I —hyl k, b,
= (189)
hyK, M+hyC, ||k,|  |b,
Yksinkertaisella algebrallisella manipuloinnilla vektori k; voidaan ratkaista yh-
talostd (189)

k, =b, +hyk,

190
(M+hyC, +h’yK )k, =b, ~hyK b, (150)
Yhtélostd (190) nédhdédn, ettd alkuperdinen vapausastemdird voidaan siilyttdd
eikd kerroinmatriisien symmetristd nauhamaista rakennetta hairita.

Mikéli laskennassa kdytetddn vakioaika-askelta, tulee sen olla riittivdn pieni,
jotta laskenta ei kaadu. Kéytettidessd suurten siirtymien teoriaa on téllaisen va-
kioaika-askeleen madrittdiminen etukdteen kuitenkin varsin hankalaa. Kadytossd
on kuitenkin useita eri menetelmié suorittaa aikaintegrointi kéyttden adaptiivista
aika-askellusta [16]. Uusi aika-askel perustuu aiemman tai aiempien aika-
askeleiden virhearviointiin.

4.4 Hydromekaanisen laskentamallin ratkaiseminen

Tavallisesti kytketyt hydro-mekaaniset jarjestelmét ratkaistaan hajautetusti [5],
[18] siten, ettd ensin ratkaistaan esim. hydraulinen jérjestelmé ja nditd ratkaisu-
tuloksia apuna kéyttden ratkaistaan mekaaninen jarjestelma. Tété iterointia voi-
daan jatkaa, kunnes tietty konvergenssikriteeri tiyttyy. Yleisesti ottaen tdma
iterointi on vain ehdollisesti stabiili, ts. stabiilisuus tdyttyy riittdvdn pienelld
aika-askeleella [9]. Liséksi on kehitetty tietyille hajautetulle jarjestelmille (vir-
tausaine-rakenne) ratkaisualgoritmeja, jotka ovat ehdoitta stabiileja, mutta vaati-
vat huomattavan paljon yliméaéraisté laskentaa.
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Téssd tyossd kytketty hydromekaaninen tehtdva ratkaistaan yhtendisend eli mo-
noliittisena jarjestelménd, jonka etuina verrattuna hajautettuun jérjestelmién on
yksinkertaisuus, numeerinen stabiilisuus ja laskentatehokkuus [13]. Yksinkertai-
suus siind mielessi, ettd yksi jirjestelmé on helpommin ratkaistavissa kuin kaksi
erillistd kytkettyd jarjestelmédd. Yhtendisend jarjestelmdnd tehtdva ratkaisu ei
missddn nimessd estd rinnakkaislaskennan kdyttod. Yhtendisen stabiilin jérjes-
telmén aikaintegrointi on numeerisesti ehdoitta stabiili, jos aikaintegrointialgo-
ritmi on ehdoitta stabiili. Ndin asian laita ei ole hajautetulle jarjestelmaille. Hyd-
romekaanisen systeemin vasteen ratkaisemiseksi laskentamallin liikeyhtdlot
jérjestetddn taas joukoksi ensimméisen kertaluvun tavallisia differentiaaliyhté-
16itd. Tata varten tilamuuttujaksi valitaan

Xiyd

x=[ ¢ (191)

missd Xnyq sisdltdd hydraulijérjestelmédn ajan suhteen muuttuvat suureet ja Xy
vastaavasti hydraulisylintereiden suureet. Liikeyhtildistd sekd hydraulijérjestel-
méin suureista saadaan ensimmadisen kertaluvun differentiaaliyhtaléryhma

I thd fhyd (tn thd s chl )
I chl = fcyl (thd’chl’u’V) (1 92)
1 i v
M V Fext - Fint - Fcent

Differentiaaliyhtdloryhméi (192) tunnetulla tilamuuttujan alkuarvolla on taas
yhtédlon (185) mukaisessa standardimuodossa ja se voidaan ratkaista vastaavasti
kuin mekaanisen laskentamallin dynamiikka. Systeemiyhtéldiden Jacobin mat-
riisi on
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Jch Jcc qu va
J= (193)
0 0 0 I
0 -K, K -

missé eri osittaisderivaatat on merkitty symbolisesti J-kirjaimella ja alaindeksil-
14, joka viittaa ko. vuorovaikutukseen. Mikili taas halutaan hyddyntdd matriisin
(A -hyJ) harva rakenne, tulee vektori k; jakaa neljaén osaan.
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5. Ohjelmointi

5.1 TyoOkalut

Laskentaohjelma toteutettiin pédosin Microsoft Visual Basic -ohjelmointikielti
kdyttden. Aikakriittisimmét matriisioperaatiot on kéddnnetty Visual C
-ohjelmointikielelld sekd muut aikaa vievit laskentaosiot joko Fortran- tai Power
Basic -ohjelmointikielella.

Mallitaulukko, johon laskentamallin eri osien mittatiedot syotetdédn, toteutettiin
kaupallista Formula One- OCX-taulukkolaskentakontrollia kéyttden. Kontrollilla
voidaan lukea Excel-taulukkolaskentaohjelmalla tehtyja taulukoita ja kasitelld
niitd sovellusohjelmassa.

Kolmiulotteisessa mallinnuksessa ja tydkoneen visualisoinnissa kéytettiin kau-
pallista HOOPS -ohjelmakirjastoa [12].

Ohjelmoinnissa hyddynnettiin olio-ohjelmoinnin piirteitd, silloin kun se ohjel-
moijan mielestd oli luontevaa ja kéytetty ohjelmontikieli tuki sité.

5.1.1 Olio-ohjelmointi

Olio-ohjelmoinnin kayttd tietokoneohjelmoinnissa laajentaa ja parantaa mahdol-
lisuuksia reaalimaailman objektien kuvaukseen tietokoneella. Suurimpana erona
perinteiseen ohjelmointiin on, ettd oliot méadrittelevit tarkat rajapinnat, joiden
vilitykselld ne kommunikoivat ohjelman muiden osien kanssa. Naiden rajapin-
tojen suunnitteluun on syyté kiinnittda erityistd huomiota, koska niité ei ole tar-
koitus muuttaa ohjelmoinnin edetessé. Se, mitéd tapahtuu olion rajapinnan sisalla
on olion itsensd asia, ja titd voi ohjelmoinnin edetessd helposti muuttaa. Edel-
leen oliot pitévit sisdlldén kaikki niihin liittyvét mééarittelyt, metodit seké attri-
buutit.
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5.1.2 Olio ja luokka

Jotta olioita voi médritelld ohjelmaan, tulee niiden kdyttdytyminen esitelld luok-
kamadrittelyssd. Olioon liittyy metodeja (jasenfunktio) ja attribuutteja sekd mah-
dollisia kuvauksia ohjelman objektien vilisiin suhteisiin. Elementtimenetelma-
ohjelmiston ohjelmoinnissa luontevia objekteja voisivat olla esim: pisteet, viivat,
geometria, FEM-malli, elementit jne. Viivat-olio voisi koostua joukosta viiva-
olioita ja silld voisi olla metodina CreateArc, joka lisdd viivat-joukkoon uuden
viivan, joka on ympyrén kaari. Tyypillinen attribuutti voisi olla viivojen véri.
Viivat-olion omistajana taas voisi olla geometria olio, jonka taas voi omistaa
FEM-malli-olio.

5.1.3 Abstrakti luokka

Abstrakti luokka mdéirittelee oliot, joita ei ohjelmassa tavallisesti luoda, vaan
luokat, joita luodaan, perivit abstraktin luokan maédrittelyt. Kéytdnnon esimerk-
kind elementtimenetelmissd olkoon elementti. Elementtityyppejd ohjelmistossa
on kymmenié tai satoja, ja niiden luonti edellyttdd kovasti erilaisia ldhtotietoja
sekd tilavarauksia. Tdlloin olio-ohjelmoinnissa kannattaa mééritelld abstrakti
kuvassa 18 nidkyvéd luokka cElement, josta periytetdén esimerkiksi elementit
CSolid tai cRod2D.

cElement

CRod2D cSolid

Kuva 18. Abstrakti luokka cElement ja siité periytyvat luokat CRod2D ja Csolid.
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Olkoon sitten abstraktissa luokassa méaritetty julkinen jasenfunktio

Public Function CalcStiffnessMatri x()
As Bool ean

Luokassa CRod2D voisi vastaava yksityinen funktio olla méaritelty

Private Function cEle-

ment _Cal cStiffnessMatrix() As Bool ean
LIS SR R S A S S R I B S R A S I
'2D Sauvan jaykkyysmatriisi H. Marjamé-
ki 11.10.01

LI R S R

u21 = UrhoE(3) - UrhoE(1)

v21l = UrhoE(4) - UrhoE(2)

xn21 = el. X + u2l

yn2l = el.Y + v21

102 =L * L

In2 = xn21 * xn21 + yn2l1 * yn21

Eps = C_HALF * (In2 - 102) / 102
" Green

SigmaG = Real C(m Material Nr).e * Eps
kil = SigmaG*Real C(m MaterialNr).a / L

kO * xn21 * xn2l1 + k1
kO * xn21 * yn2l

Local K(1, 1)
Local K(1, 2)

End Functi on

Jos ohjelmoija nyt haluaisi luoda sauvaelementin ja laskea sen jaykkyysmatrii-
sin, niin ohjelmakoodi voisi ndyttdd seuraavanlaiselta:

Di m Sauva as CEl enent ‘ Maar el ementi ksi
Set Sauva = New CRod2D ' Maar. el enment.
Sauva. Cal cStiffnessMatri x ‘ Lasket aan

j aykkyys
Oheisessa esimerkissd muuttuja Sauva maddritettiin luokaksi cElement, koska

vain abstraktin luokan jasenfunktio, joka maéérittelee jdykkyysmatriisin laskenta-
funktion, on julkinen.
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5.1.4 Oliojoukko

Monesti ohjelmoinnissa tarvitaan joukkoa tiettyjd olioita, kuten edella esiteltyja
elementtejd. Nykyisissd olio-ohjelmointikielissd on tdhin varauduttu erityiselld
joukko-oliolla (collection). Joukon perusjasenfunktioita ovat esimerkiksi olion
lisdys Add ja poisto Remove. Kéyttéjd voi méadritelld joukoille omia jasenfunk-
tioita, kuten elementtijoukolle elementin sisdisten voimien laskennan, joka taas
voisi ndyttid seuraavalta:

Public Sub Getlnternal Force()
For Each m_Elem I n nCol
m _El em Cal cl nt er nal Force
Next
End Sub

5.2 Geometrian mallinnus

Elementtimenetelméohjelmistoissa elementit luodaan ensiksi luotavaan geomet-
riseen malliin. Geometrinen malli koostuu tavallisesti pisteistd, viivoista, pin-
noista seka tilavuuksista, joita sopivasti yhdisteleméalld saadaan haluttu geomet-
rinen malli.

5.2.1 Pisteet

Pisteet toimivat usein vain ohjauspisteind monimutkaisemmalle geometrialle.
Esimerkiksi kayttdjd haluaa viivan kahden pisteen vilille. Parametrisessa mal-
linnuksessa koko muu geometria voi seurata muutamaa ohjauspistettd, jolloin
mallin geometrian muuttaminen on helpompaa.
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5.2.2 Viivat

Sauva ja palkkielementit tehddén tavallisesti viivoille. Viivojen kuvaustapoja on
useita erilaisia. Tassd tydsséd on rajoituttu viivoihin, joiden koordinaatit kuvautu-
vat

X(t) =ay, +a,t +a,t* +a

(1) =@y +a,t +a 0t 4, 1

(194)
z(t) =a,, +a,t +a ,t* ot

t0[o,1]
jolloin parametrit O; méérdytyvit viivan luontitavan perusteella. Viivan suun-

nistus madraytyy parametrin t kasvusuuntaan. Edelld esitetylld kuvaustavalla ei
saa kuvattua ympyrénkaarta tarkasti.

5.2.3 Pinnat
Levy ja kuorielementit generoidaan pinnoille, jotka usein luodaan viivoja apuna
kéyttden esimerkiksi viivaa siirtdmélld tai pyordyttdmélld. Pinnalla on kaksi
vapaata parametria, joiden perusteella méaardytyy pinnan yla- ja alapuoli.
5.2.4 Tilavuudet
Solidielementit taas generoidaan tilavuuksiin, joita voi tehdd esimerkiksi pintaa
siirtdmalld tai pyorayttdméalld. Ohjelmoinnissa on syytd kiinnittdd tilavuuksien

suunnistukseen huomiota, jotta esimerkiksi painekuormien antaminen tilavuuden
eri tahkoille onnistuu helposti.
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6. LaskentaesimerkKki

Laskentaesimerkkind ohjelmistolla mallinnettiin kuvan 19 mukainen teleskoop-
pipuomisto. Mallissa on kaksi teleskooppijatketta ja puomia voi nostaa ja laskea
pituuttaan muuttavalla sauvaelementilld, joka kuvassa on elementti numero 9.
Teleskooppi-isku saadaan aikaan pituuttaan muuttavalla sauvaelementilld nume-
ro 10. Kytkentdelementti on piirretty katkoviivalla. Selvyyden vuoksi kuvassa
teleskooppipuomiston jatkeet on piirretty eri tasoon puomiin néhden, itse las-
kentamallissa puomijdsenet ovat samassa tasossa.

2.00 m 0.50 m

. $ ,’,: ----- T T fo2sm

A
® T '
050m| | 050m Le F

1.00 m Le

Kuva 19. Joustavan tel eskooppipuomiston laskentamalli.

Laskentaesimerkissd muuttuvapituinen sauvaelementti numero 9, joka kuvaa
nostosylinteriéd, muuttaa pituuttaan lineaarisesti 5 sekunnin aikana alkupituudesta
loppupituuteensa. Samanaikaisesti muuttuvapituinen sauvaelementti numero 10
muuttaa pituuttaan niin, ettd koko teleskooppi-isku (1,5 m) tapahtuu liikkeen
aikana. Oman painon kuormituksen lisdksi uloimman puomin padssid on 40 000
N kuormitus, F, joka kuvaa puomiston ulkoista kuormaa. Laskentamalliin on
lisdtty vaimennusmatriisi kuvaamaan liikkeen aikana syntyvédéd dissipaatioener-
giaa. Vaimennusmalli perustuu Rayleighin vaimennukseen.
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Rosenbrock-W-aikaintegroinnissa kéytetyt parametrit on koottu taulukkoon 1 ja
taulukkoon 2 on koottu teleskooppipuomin ldhtoarvot.

Taulukko 1. Rosenbrock-W-integroinnissa kaytetyt parametrit.

Parametri

Arvo

Taulukko 2. Teleskooppipuomille annetut |ahtéarvot.

Suure

Kimmomoduli

GA,

Elementtien lukumaéaéra
Koyden pinta-ala
Elementtien 9 jalO pinta-ala
Puomin 1 pinta-ala

Puomin 2 pinta-ala

Puomin 3 pinta-ala

Ko6yden massan pituustiheys

Elem. 9 jal0 massan pituustiheys

Puomin 1 massan pituustiheys
Puomin 2 massan pituustiheys
Puomin 3 massan pituustiheys
Puomin 1 nelidmomentti
Puomin 2 nelidmomentti
Puomin 3 nelidmomentti
Elementin 9 loppupituus
Elementin 10 loppupituus
Puomiston alkupituus
Teleskooppi-isku

Rayleigh vaimennusparametri, O
Rayleigh vaimennusparametri,

Arvo
210
EA

4
0.001
0.001

0.00234

0.00186

0.00116
20
20

18.00

14.60

9.14

12.410°°
6.24 '10°°
2.89°10°

1.48

2.00

2.50

1.50
0.1
0.0

&9




7. Tulokset

Laskentamalli aikaintegroitiin vakioaika-askeleella, h = 0,001 s. Kuvassa 20 on
esitetty puomiston siirtymékentti laskettuna sekunnin vélein.

Kuva 20. Puomiston siirtymakentta sekunnin valein.

Laskennan aikana keréttiin elementin numero 9 puristusvoimaa, joka vastaa
nostosylinteriin vaikuttavaa voimaa. Puristusvoima on esitetty kuvassa 21.
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Kuva 21. Elementin 9 puristusvoima laskenta-ajan funktiona.

Laskentajakson aikana keréttiin my0s ensimmadisen puomin liukupalavoima.
Kuvassa 22 liukupalavoima on esitetty laskenta-ajan funktiona.

400 7

MW
= El
< 300 3
2 250 4
2 2005
g E 4
2150 4
TR
E 100 3
= 50E ..-nf"”"f
2] EM
0 1 2 3 4 5 6 7
Time [s]

Kuva 22. Ensimméaisen puomin liukupalavoima (A).

Laskentamalli on jaykka eli silla on matalat taivutusjaykkyyteeeen liittyvét omi-
naistaajuudet ja korkeat puristusjaykkyyteen liittyvit taajuudet. Kuvassa 23 on
esitetty alin ominaistaajuus 0,5 sekunnin vilein. Mallin ylin ominaistaajuus 5,5
kHz pysyy vakiona koko laskenta-ajan.
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Kuva 23. Laskentamallin alin ominaistaajuus laskettuna 0,5 sekunnin vélein.

Edelld esitetty laskentaesimerkki kuvaa tyypillistd hydraulikéyttdista teleskoop-
pipuomistoa. Kdytetty laskentamenetelma johtaa tavalliseen differentiaaliyhtdlo-
ryhméin minimimaarélla vapausasteita. Timé nopeuttaa huomattavasti laskentaa
ja mahdollistaa jopa nostotilanteen reaaliaikaisen simuloinnin.
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8. Verifiointi

Ohjelmiston kehitys alkoi vuonna 1984 nostureiden tyyppitarkastukseen liitty-
vien lujuus- ja vakavuuslaskelmien tarkastuksen yhteydessd. Néiltd vuosilta on
jéljella joitakin kirjallisia dokumentteja koskien 1dhinnd nurjahduslaskentaa seka
korvakkeiden laskentaa.
Systemaattisemmin verifiointia on késitelty ensimmaisté kertaa kirjoittajan dip-
lomityossd 1995. Ensimmaéinen ulkopuolisen toimesta tehty verifiointi toteutet-
tiin teknillisen mekaniikan erityistyond FEM 30 -ohjelmiston verifiointi vuonna
2001, jonka toteutti tutkimusharjoittelija Mirve Liius.

8.1 Verifiointiongelman esitystapa
Tavoitteena on, ettd kehitetty ohjelmisto tayttéd ldhteen [17] vaatimukset l&hitu-
levaisuudessa. Téstd syystd uusien osioiden verifiointiin on suunnitteilla uusi
verifiointikdsikirja. Siind késitelldéin kyseessd olevaa verifiointiongelmaa seu-
raavasti:
Otsikko
Verifiointiongelmaa kuvaava nimi.
Ongelma
Lyhyt kuvaus ratkastavasta ongelmasta seké ratkaistavista suureista.
Ominaisuudet
Kuvaus kéytetyistd materiaalivakioista ja parametreista.

Elementtityyppi

Ongelman ratkaisuun kéytettdvan elementin/elementtien kuvaus.
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Mallinnus

Kuvaus geometrian luomisesta, elementtien maaréstd, reunachdoista ja kuor-
mista.

Tulosten vertailu

Ohjelman antamien tuloksien vertailu lahdeaineiston antamiin tuloksiin.
Viitteet

Luettelo ldhdeaineistosta, johon ohjelmalla laskettuja tuloksia verrataan.
Dokumentointi

Mihin verifiointitehtévéén liittyvd dokumentaatio on arkistoitu.

8.2 Verifiointiesimerkki
Otsikko
Tasaisesti puristetun niveltuetun levykentdn lommahdus.
Ongelma
Tarkastellaan kuvan 24 mukaista levyrakennetta. Symmetriasyistd kuvassa on

mallinnettu vain levyn neljannes. Verifioitavana suureena tarkastetaan rakenteen
lineaarisen stabiilisuusanalyysin mukaan laskettu kuormituskerroin.
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Kuva 24. Periaatekuva puristetusta levyrakenteesta.

TN
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Mallinnus

Mallinnetaan rakenne 20-solmuista solidielementtid kayttden. Paksuussuunnassa
kdytetddn yhtd elementtid. Tehtdvin kaksoissymmetria hyodynnetdén laskenta-
mallissa.

Elementtityyppi
Nro | Elementti Elem. nro. Vap.asteet
1 Solid20 62 Ux,Uy,Uz
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Ominaisuudet

Nro Selite Suure Arvo Yksikko Elementit
1 Kimmokerr. | E 206000 MPa kaikki
2 Poisson luku | v 0.3 kaikki

Tulosten vertailu

Vertailulaskenta tehtiin soveltamalla standardia SFS 4025. Taulukossa selitesarak-
keessa on elementtien maéra levyn neljanneksessa pituus- ja leveyssuunnassa.

Nro Selite Suure Ohjelma
1 2%*2 A 9.941
2 3*3 A 5.149
3 4%4 A 4.763
4 6*6 A 4.676
5 8*8 A 4.664
6 12 %12 A 4.657
7 Analyyttinen A 4.655

Elementtiverkon tihentyesséd ohjelmalla lasketut tulokset ldhestyvit analyyttistd

ratkaisua ylhaaltapdin.
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Viitteet

Analyyttinen ratkaisu on standardista SFS 4025. Nosturien ja nosturiratojen
laskentaohjeet. Rakenneosien laskenta nurjahdukseen ja lommahdukseen néh-
den. 01.12.1980.

Dokumentointi

Verifioitavan ohjelmiston malli on tallennettu hakemistoon:

\FEM_Models\Verifiointi\VER Buck.xls
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9. Yhteenveto

Tutkimuksessa selvitettiin elementtimenetelmén soveltamista erilaisten tyoko-
neiden kaatumisvakavuuden selvittimiseen sekéd kantavien rakenteiden analy-
sointiin. Hankkeessa laadittiin my6s ohjelmisto, jolla voidaan analysoida tyo-
koneiden rakenteita. Ohjelmistolla voidaan tehdd myos tyokoneiden vakavuus-
tarkasteluja.

Itse ohjelmisto toteutettiin kdyttden perinteisid ohjelmointikielid. Laitteen para-
metrinen geometria, kuormitukset, osien massat ja muut lahtdarvotiedot syote-
tadan kayttden kaupallista taulukkolaskentakontrollia. Kolmiulotteinen mallinnus
ja tyokoneen visualisointi toteutettiin kdyttden kaupallista ohjelmakirjastoa.

Koska ldhdekirjallisuudesta ei sellaisenaan 16ydy tyOssd kéytettyjd elementteja
eikd laskentamenetelméd, on raportissa esitetty jossain madrin myos laskennassa
kéytettidvid elementtejd ja menetelméd yleisesti. Elementeistd esitelldéin sauva-,
palkki-, levy-, kuori- ja solidiclementtien lisdksi offset-, kytkentd- ja liuku-
jousipalkkielementti. Liséksi késitelldén lyhyesti hydraulijérjestelmidn mallin-
nusta. Ratkaisualgoritmeista esitellddn statiikan, lineaarisen stabiilisuusteorian,
dynamiikan seké hydromekaanisen dynamiikan ratkaisijoiden periaatteet. Koska
epdlineaarisen dynamiikan laskentamallista syntyvéd differentiaaliyhtdloryhmé
ratkaistaan ilman algebrallisia sidosehtoja, niin ratkaisualgoritmista saadaan
verrattain nopea. Lisdksi hydraulisylintereiden vaikutukset kokonaisjoustoon
saadaan mallinnettua suoraan.

Kehitetty laskentaohjelmisto on otettu suunnittelukdyttéon yhteistyOyrityksissa.
Lisdksi ohjelmalla saatavia laskentatuloksia on vertailtu lukuisiin tydkoneista
mittaamalla saatuihin tuloksiin. Laskentaohjelmaan perehtyneet ovat pitdneet
sitd helppokayttdisend ja erityisesti samaan tuoteperheeseen kuuluvan tydkoneen
laskenta on nopeutunut huomattavasti. Ohjelmiston kéytolla on voitu véhentda
laskentaan liittyvad rutiinity6td, jolloin laskennan virhemahdollisuudet ovat pie-
nentyneet. Edelleen ohjelmalla voidaan tarkastella tyokoneen asentoja, joita
perinteisessd laskennassa ei ole laskennan raskauden vuoksi tarkasteltu. Ohjel-
miston kdytolld on suunnittelutydn laatu parantunut, suunnittelukustannukset
ovat pienentyneet ja laitteiden kéyttoturvallisuus parantunut. Simulaatiotuloksia
voidaan kayttdd esimerkiksi kdyttolujuustarkastelujen pohjana. Edelleen tuloksia
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voidaan kédyttdd reuna- ja alkuehtoina mallinnettaessa koneen jokin yksityiskohta
tarkemmin.

Pyérillé liikkuvan tydkoneen renkailla on oleellinen vaikutus sen kaatumisvaka-
vuuteen. Valmistajilla ei ole kuitenkaan kaytettdvissa luotettavia arvoja renkai-
den jousto- ja vaimennusominaisuuksista. Tastd syystd hankkeessa laadittiin
tyokonerenkaan matemaattinen malli, joka perustuu solidielementtien kayttoon.
Laskentamallilla voidaan selvittdd renkaan jaykkyys- ja vaimennusominaisuuk-
sia ottaen huomioon renkaan rakenteellinen ortotropia (kumit, koordit, vyot ja
kaapeli). Tyokoneiden lujuus- ja seisontavakavuuslaskennassa renkaan solidi-
elementteihin perustuva laskentamalli voidaan korvata erilaisilla yksinkertaiste-
tuilla elementeilla.

Suurten siirtymien elementeilld voidaan tehdd muun muassa jaykistetyn kotelo-
puomin tarkempi kuormitus/siirtyméanalyysi seké erilaisia tyokoneen rakenne-
osien stabiliteettitarkasteluja.

Jatkotutkimuksena rakenteiden lujuustarkasteluja voidaan laajentaa vaurioana-
lyysiin ottamalla huomioon materiaalin kimmoplastinen konstitutiivinen yhteys.
Edelleen palkkirakenteiden tutkimuksessa voisi tarkastella erilaisia tapoja kuvata
estettyd vaantod, jolloin esimerkiksi ajoneuvojen piillerakenteita voisi analysoi-
da tarkemmin. Liuku-jousipalkkielementtié voisi kehittda siten, ettd liukujousella
on Ci-jatkuva liukupinta. Ci-jatkuva kuvaus lisdisi laskennan konvergenssia
erityisesti staattisessa analyysissid. Hydraulisylintereiden osalta kiinnostusta on
heréttdnyt mm. sylinterin padtyasennon vaimennuksen mallinnus.
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Liite A: Kolmiulotteisen muuttuvapoikkileikkauksisen palkin jaykkyysmatriisi
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Liite B: Kolmiulotteisen muuttuvapoikkileikkauksisen palkin
massamatriisi
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